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可 以 毫 不 夸张 地 说 , 泛 函 分 析 是 改革 开放 以 来 我 国 高 等 教育 
中 发 展 最 快 的 学 科 之 一 ,各 个 工科 院 校 纷纷 开设 这 门 课程 就 是 一 
个 明证 ,这 是 在 此 以 前 不 可 能 也 根本 做 不 到 的 。 这 一 方面 是 和 教 
育 与 科技 的 总 体 发 展 相 适应 的 , 另 一 方面 也 说 明 一 个 深刻 的 事实 ， 
泛 函 分 析 的 思想 与 方法 正在 越 来 越 强烈 地 渗透 到 从 理科 到 工科 、 
从 工程 到 社会 的 各 个 学 科 中 去 。 

汽水 分 析 是 20 世纪 初 产生 和 发 展 起 来 的 一 门 新 兴 数 学 学 科 ， 
它 的 出 现 首先 是 分 析 数 学 内 部 发 展 的 需要 。 当 时 数学 分 析 的 严密 
化 已 经 完成 ,数学 中 不 同 的 学 科 分 支 得 到 发 展 ,数学 本 身 已 积累 了 
较 多 的 素材 ,通过 分 析 和 对 比 人 们 发 现 某 些 分 支 之 间 有 许多 共通 
之 处 ,应 用 统一 的 方法 去 处 理 不 同学 科 中 类 似 的 对 象 和 问题 成 为 
人 们 的 愿望 和 要 求 。 另 外 一 方面 ,在 它 产 生 与 发 展 的 进程 中 应 用 
其 思想 方法 解决 数学 物理 和 工程 技术 学 科 的 问题 取得 成 功 ,为 这 
门 学 科 的 进一步 发 展 注 入 了 有 生 的 力量 。 对 于 量子 力学 中 一 些 算 
子 的 研究 ,电力 工程 中 如 何 处 理 电 脉冲 的 微 积 运算 问题 等 等 都 属 
于 这 类 问题 。 以 今日 我 们 所 处 的 状况 而 言 , 泛 函 分 析 与 这 些 学 科 
的 紧密 联系 不 仅 被 保持 下 来 了 ,而 且 有 逐步 发 扬 光 大 之 势 。 

“20 世纪 是 泛 函 分 析 的 世纪 。”(F. Browder) 正 因为 泛 函 分 析 
学 科 在 20 世纪 经 历 了 从 产生 到 确立 再 到 莹 勃发 展 的 过 程 ,到 了 今 
天 污水 分 析 不 仅 有 着 痢 峨 的 理论 大 厦 , 而 且 有 着 众多 的 理论 分 支 。 
选取 哪些 基础 内 容 作为 向 工科 院 校本 科 生 或 研究 生 讲 解 的 材料 ， 
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是 一 个 很 费 思量 的 问题 。 讲 解 过 多 则 学 员 难 以 掌握 ,时 间 也 不 允 
许 。 讲 解 太 少 则 不 数 应 用 ,学 员 对 于 整个 学 科 的 基础 也 没有 较 全 
面 的 了 解 ,有 时 不 免 有 避重就轻 、 浮 光 掠影 之 嫌 。 

本 书 作者 为 适应 工科 研究 生 的 需要 ,在 内 容 取舍 上 颇 伦 贰 了 
一 些 功 夫 。 首 先 ,本 书 选取 了 比 通常 的 同类 教材 更 为 丰富 的 内 容 
加 以 讲解 。 其 次 ,为 了 使 学 生 接受 这 些 内 容 , 作 者 除了 在 第 一 章 作 
了 必要 的 实 分 析 知 识 的 铺垫 之 外 ,对 于 某 些 理论 上 难度 较 大 的 定 
理 还 采取 部 分 介绍 \ 部 分 证 明 的 方法 。 虽 然 在 别 的 教材 中 也 曾 见 
到 过 这 种 做 法 ,但 毕竟 具体 的 筋 裁 有 着 很 大 的 创新 性 。 如 此 又 可 
做 到 重点 突出 , 既 对 于 这 一 学 科 从 整体 上 有 所 了 解 ,又 切切 实 实 掌 
握 对 自己 专业 实用 的 东西 。 当 然 ,对 于 具体 的 做 法 各 人 见仁见智 ， 
不 会 雷同 ,但 毫 无 疑问 这 是 一 种 有 益 的 党 坛 。 本 书 对 概念 的 阐释 ， 
举例 都 能 做 到 循循善诱 , 书 的 最 后 还 讲述 了 有 关 理 论 在 不 动 点 问 
题 ,积分 方程 和 最 佳 逼 近 问 题 等 方面 的 应 用 ,这 对 于 读者 是 具有 启 
发 作用 的 。 

编 一 本 好 的 教材 并 不 是 一 件 容易 的 事 , 它 是 需要 付出 许多 时 
间 和 精力 的 ,有 时 也 还 要 在 实践 中 不 断 “ 夺 练 ”, 而 它 在 培养 科技 人 
才 方 面 的 意义 又 是 不 可 低估 的 。 愿 该 书 的 出 版 为 工科 教学 做 出 有 


益 的 贡献 。 
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第 一 章 ” 实 分 析 基 础 


本 章 将 简要 地 介绍 数学 分 析 与 实 变 函 数 的 一 些 基 本 知识 ,内 
容 包括 集合 与 映射 、 实 数 的 完备 性 、 一 致 连续 与 一 致 收敛 、 勒 贝 格 
测度 与 可 测 函 数 、 勒 贝 格 积分 等 ,这 些 基本 知识 是 学 习 泛 函 分 析 的 
必要 准备 . 


$1 集合 与 映射 


$1.1 集合 及 其 运算 


关于 集合 与 集合 运算 的 初步 知识 ,我 们 在 高 等 数学 .线性 代数 
及 概率 论 等 课程 中 已 有 所 了 解 ,这 里 再 回顾 一 下 集合 的 几 种 运算 . 

并 集 设 A、B 是 两 个 集合 ,由 A 的 元 素 与 已 的 元 素 的 全 体 
构成 的 新 集合 称 为 A 与 B 的 并 集 , 记 为 AUB. 于 是 有 :xzEA4AUB 
rEA 或 EB. 

设 |1A;14E 7 为 某 一 族 确定 的 集合 (这 里 是 指标 4 的 一 个 
集合 ), 称 由 各 个 A、 的 元 素 的 全 体 构成 的 新 集合 为 它们 的 并 集 ， 
记 为 YA. 于 是 有 :xE UA 3ho6E I 使 YE A . 

交集 设 A、B 是 两 个 集合 ,由 A、B 的 公共 元 素 组 成 的 新 集 
合 称 为 A 与 B 的 交集 , 记 为 A 门 B. 于 是 有 :xz€EANB<SzrEA 
且 zEB. 


定义 DA 为 所 有 A; (4E€71) 的 公共 元 素 组 成 之 集 . 即 有 x 
QA VYAEIT 有 LE A. 

定理 1.1 设 B 是 一 个 集合 ,| A je 是 一 族 集合 , 则 有 如 下 
分 配 律 : 

(1) BN(YA)= WY (BNA,); 

(2) BU(NA)= QBUA). 

证 (1) 只 需 需 证 明 等 式 两 边 的 集合 互相 包含 即 可 . vzeBn 
(UA,), 有 xzEB,zE 了 YA, 即 3X0E1 使 YEA, ,从 而 EBN 


ET 
4uC 忆 BA: ), 故 有 
BN(YA DCY BNA,). 
又 YrEU(BNA), 必 34oE1 使 YE BNA, 即 有 xzE 
4uvC 则 ArEB, 从 而 7EBN(YA;), 所 以 
YBNAICBN(YA). 
于 是 BN(YA)= YBNA,). 
(2) 证 明 留 作 习 题 . 
差 集 及 余 集 ” 设 A、B 是 两 个 集合 ,定义 A 与 B 的 差 集 A\ 
B 为 属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 的 全 体 组 成 之 集 . 于 是 x€EA\B 
<>rEAHrEB. 
车 BCCA, 则 称 差 集 A \ B 为 B 关 于 A 的 余 (或 补 ) 集 . 今后 ， 
所 讨论 的 集合 往往 都 是 某 个 基本 集 X 的 子 集 , 就 简单 地 把 差 集 
XA\A 叫 做 A 的 余 ( 或 补 ) 集 , 记 作 A , 即 A°=X\A(ACX). 
显然 ,A\O=A,A\A=0,0\A=0,X =0,0°=X 
(A)"=A, 车 ACB, 则 BCCAC. 
定理 1.2 设 |A, je 是 一 族 集合 (它们 都 是 X 的 子 集 ), 则 
有 如 下 De Morgan 律 : 
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C1) (YA)'= QA 

(2) CDA)c= UA. 

证 只 证 (2)， (1) 的 证 明 留 作 习 题 

VE CNA), 即 EX,rE NA 于 是 jh ET, rE A,,, 
又 XEX, 帮 72EA% 忆 YUAN, 从 而 ( 们 A) CYAi. 反 之 ,VxE 
YA , 则 X60E1T, 使 rE A% ,BxEX,x 外 A ,而 DACA, ， 
故 + 世间 A, 于 是 + CQA， ) ,所 以 YA’ CMA )5. 于 是 
(MA) = YA 

筹集 设 A 是 一 集合 ,由 A 的 所 有 子 集 (包括 空 集 及 A 本 
身 ) 所 构成 的 集 , 称 为 集合 A 的 宕 集 , 记 作 P(A). 例 如 车 A= 
11,2,31, 则 A 的 老 集 为 

P(A)=10,1 ,1241434421131 142,31 412,31. 

容易 知道 , :个 元 素 的 集合 之 寡 集 有 CI + CL + + C= 
(1+1)"=2" 个 元 案 . 基于 这 个 事实 ,往往 也 把 一 般 集 A 的 寡 集 
P(A) 记 作 24 , 即 P(A) 会 2* .应 该 注意 的 是 空 集 0 的 军 集 仅 仿 
一 个 元 素 O, 即 P(O)= 101, 空 集 的 咎 集 不 再 是 空 集 . 

笛 卡 尔 积 

定义 1.1 由 7 个 具有 给 定 次 序 的 元 素 组 成 的 序列 , 称 为 有 
序 n 元 组 , 记 作 (4) ,a;,…,a,). 

有 序 元 组 (a1,a;,…,a, ) 中 第 ;个 元 素 w; , 称 为 该 有 序 
元 组 的 第 i 个 分 量 . 当 ) 交 =2 时 又 称 (a,6) 为 有 序 对 .两 个 有 序 7 
元 组 (a4 ,Qs,…,a, ) 和 (5,,6b,,…,b, ) 是 相等 的 , 当 且 仅 当 a; = 
bi(i=1,2,…,n). 因 此 (1,2) 关 (2,1). 

定义 1.2 集合 A 与 B 的 箔 卡尔 (Descartes) 积 定义 为 

AxB El(a,b)laE A,bEDB! 


它 是 有 序 对 (a ,5) 的 集合 . 

例 1.1 设 A=10,1i,B=1{0,2), 则 
AxB=|4(0,0),(0,2),(1,0),(1,2)}, 
BxA=1(0,0),(0,1),(2,0),(2,1)}!, 

可 见 A x BBXA. 
例 1.2 设 A、B 均 为 实数 集 R, 则 
R’* SRXR=|(r,y)lzyER| 
R" SRxXRX--xR=i(zx,72 ,7 ) | ER,i=1,2,. ,1. 
a eR 


个 
习惯 上 在 讨论 几何 问题 或 使 用 几何 的 语言 描述 问题 时 ,把 集 
合 的 元 素 叫 做 点 .今后 我 们 将 使 用 下 列 集合 而 不 加 解释 : 
NN 为 全 体 正 整数 的 集 ; 
Z 为 全 体 整数 的 集 ; 
Q 为 全 体 有 理 数 的 集 ; 
R 为 全 体 实数 的 集 ; 
C 为 全 体 复数 的 集 . 


$1.2 映射 


映射 是 现代 数学 中 的 一 个 基本 概念 . 把 实数 集 上 的 函数 概念 
推广 到 一 般 的 集合 上 就 得 到 了 映射 的 概念 . 
定义 1.3 设 A、B 是 两 个 非 空 集合 ,f 是 一 个 对 应 规则 , 它 
使 每 个 x€ A ,对 应 惟一 的 元 素 y€E B, 记 为 y= f(x), 则 称 / 是 
A 到 B 的 一 个 映射 , 记 作 
/:A 一 B 或 4 9B. 
A 叫做 映射 的 定义 域 , 记 为 D(f),f(A)= | AGOz)lzEAl 称 为 
映射 的 秆 域 . 一 般 地 F(A)CB. 我 们 把 值 域 f(A) 又 记 作 
R(f), 称 {(z,y)ly= f(z),xEA}CAxB 为 映射 的 图 形 或 
图 像 . 
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当 B 为数 域 时 , 称 映射 /为 泛 函 . 

映射 又 称 为 算 子 或 变换 . 两 个 映射 /,g:.4 ->B 称 为 是 相等 
的 ,车 Va€EA,g(a)= f(a), 记 为 /=g. 

通常 称 [/:x 刻 x(Y7xEN) 为 X 上 的 恒 等 映射 , 记 为 六. 若 
XCY, 称 i:a >a(YaEX) 为 X 到 Y 的 一 个 包含 映射 . 

例 1.3 设 C' [a,b] 表 示 [a,5] 上 所 有 具有 一 阶 连续 导数 
的 函数 的 集合 ,Cla,b] 表 示 [a,b] 上 全 体 实 ( 复 ) 值 连续 函数 的 集 


合 ,那么 求 导 运 算 臣 (1) 就 定义 了 一 个 映射 /, 即 
f:CV [a,bl>Cla,b], r(1) rx (7). 
例 1.4 定 积分 /(z) = | (1)dr (Vz E€ Cfa,b]) 定 义 了 


CLa,b] 上 的 一 个 实 (或 复 ) 泛 函 . 
定义 1.4 设 / 是 A 到 B 的 一 个 映射 ,车 /(A) = B, 即 对 B 
中 的 每 个 元 y, 都 存在 A 中 元 x( 一 个 或 几 个 ), 使 {(z) = y, 则 称 
是 一 个 满 射 ;车 对 /(A) 中 的 每 个 元 y, 都 存在 A 中 惟一 的 元 x， 
使 AZz) = y, 或 者 等 价 地 对 于 A 中 任意 两 个 不 同 元 z 与 za ,都 有 
f(z1) 关 f(xz;), 则 称 /是 一 个 单 射 ;既是 满 射 ,又 是 单身 ,也 就 是 
说 ,对 于 B 中 的 每 个 元 y, 都 存在 A 中 的 惟一 元 > ,使 FLz) = y, 则 
称 了 是 一 个 双 射 (或 一 一 对 应 ,一 一 映射 ). 
例 1.3、 例 1.4 中 的 映射 均 是 满 射 而 不 是 单 射 . 
例 1.5 坐标 变换 (旋转 及 平移 ) (z,y)H(z,y) 
2 Cong nee (a,a,b 固定 ) 
y = 三 ZSsina 二 ycosa+b 
定义 了 一 个 映射 /: R* 一 R* ,这 是 双 射 .特别 地 , 当 a=a=6=0 
时 , /是 恒 等 映 射 . 
设 有 映射 /:X 一 Y. 车 ACX, 记 /(A)= f(zx)|x€A}C 
Y, 若 BCY, 记 /'(B)= {zr|/(z)€BICX. 当 B=1{61 时 ， 
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广 !( 反 及 简 记 为 广 "(0). 
定理 1.3 设 X、Y 为 非 空 集 合 , f:X 一 Y,ACX,BCY,A 
CXGOAED,BCYCET) ,六 T 为 指标 集 , 则 有 下 面 的 关系 式 
成 立 : 
(1) 4C 广 (FA(A)), 当 三 是 单 射 时 等 式 成 立 ; 
(2) /(f'(B))CB, 当 了 是 满 射 时 等 式 成 立 ; 
(3) /CYA)= Ya); 
(4) 人 OA )C OA Ai); 
(5)/ (YB.)= VU If 1(B,); 
(6) f° "(NB,)= Nf (CB,): 
nun€ET ET 
(7) 六 (BIN\B)= 广 (3 (CB:) ,BBCY， 
证 仅 证 (1) 和 (5) ,其 余 的 留 给 读者 . 
(对 YeEA, 因 /eue)EAA), 故 age 广 !(F(A)), 于 是 
ACf '(/(A)), 
车 /是 单 射 ,那么 对 Vir€E /1(/(A)), 有 (xw)Ef/(A), 即 3 
EA, 使 /cz)= f(a), 因 /是 单身 , 故 x=4, 于 是 x€EA ,因此 
f° '(/(A)CA. 
综 上 所 述 有 A=/'(/(A)). 
(5) 对 Va€ (UB,), 则 f(a)€ UB, 故 po ET, 使 
/aEB, , 即 aE 太 (Bu CU (了 3, ) ,因此 
J (UB, CY/ (B,). 
对 Va€ Uf '(B,), 则 3 jwET, 使 aE (Ba ),f/(a) EB, 
于 是 /(a)€ UB, 即 a€/'( WB,), 因 此 又 有 
电 (BC 广 : (YB. > 
= 二 -1 
综 上 所 述 有 六 (日 BJ)= Wf '(B,). 
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定义 1.5 设 有 映射 /:X-=Y,ACX. 若 映射 p:A 一 Y 满足 
对 VaEA, 有 g(a)= f(a), 则 称 p 为 映射 f 在 A 上 的 限制 , 记 
作 p= fla. 

与 定义 1.5 相反 的 概念 是 定义 1.6. 

定义 1.6 设 有 映射 p:A 一 B, 且 ACX,BCY, 若 映射 f: 
X 一 Y 满足 对 Yi€EA, 有 f(z)= g(x), 则 称 映射 /为 p 从 A 到 
X 的 一 个 延 拓 . 

璧 如, ACB, 包 含 映 射 i: A 一 B 是 人 恒 等 映 射 1; 在 A 上 的 限 
制 ,而 恒 等 映 射 Js 可 看 成 是 包含 映射 i: A 一 B 的 一 个 延 拓 . 

类 似 于 复合 函数 概念 ,也 可 以 定义 映射 的 复合 . 

定义 1.7 设 有 映射 /: A 一 B 及 g:B->C, 由 f,g 确定 的 A 
到 C 的 映射 

h:a rg(f(a)) (Ya€EA) 

叫做 映射 /和 gg 的 复合 , 记 为 h=g*/, 即 h(a)=g(f(a)) (Ya 
EA). 有 时 将 g*f 简 记 为 gf. 

容易 验证 关于 映射 的 复合 满足 结合 律 : 

(f°g)°h=f°(g°h). 

定义 1.8 设 有 映射 /: A 一 B, 若 存在 映射 g:B 一 A, 使 得 
g"f= I4,f°g= 1s, 则 称 了 是 可 遂 映射 ,g 叫做 三 的 逆 映 射 . 

定理 1.4 设 /:A 一 B 是 可 逆 映 射 , 则 其 逆 映 射 是 惟一 的 . 

证 设 gl、g: 均 为 了 的 逆 映 射 , 则 

gi°f=l, f°g:=ls (i=1,2). 
故 
gi=gi°ls=g1°(f°g2)=(g1°f)°g2= Ig = g,. 

由 于 可 逆 映 射 了 的 逆 映 射 是 惟一 的 ,今后 就 用 符号 广 ! 表 示 
了 的 逆 映 射 . 

定理 1.5 f:A 一 B 是 可 逆 映 射 的 充 要 条 件 是 上 是 双 射 . 
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证 必要 性 设 了 是 可 逆 映 射 , 广 :是 也 的 北上 映射, VY al、a; 
EA 且 ai 天 ac， .因为 
a=f(e)=( 广 站 (ap)= 广 (Fa))， 
as=1a(a2)=(f° 'f)(as)= f° "(f(a;)), 
故 f° ' (flai))#f (f(as)). 
于 是 f(a1) 了 f(as), 所 以 /是 单 射 . 
VbEB, 因 为 b= Ia(b)=(f°f')(6)=f(f'(6)),T 
jf (5)EA, 使 /(f "(65))=6b. 所 以 了 是 满 射 . 
综 上 所 述 f 是 双 射 . 
充分 性 设 f:A->B 是 双 射 , 则 对 VDEB,A 中 有 惟一 元 a 
使 Fa)=0, 定 义 映 射 g:B->A4 为 g(5)=a, 显 然 对 YbEB, f°g(b) 
=f(g(b))= f(a)=6b, 故 fog=1s, 又 对 Ya€A,g°f(a)= 
8g(f/(a))=g(b)=a, 故 g。f= 1, 由 可 逆 映 射 的 定义 知 了 是 可 
逆 映 射 , 且 g 是 /的 逆 映 射 . 


$1.3 可 数 集 与 不 可 数 集 


在 抽象 地 研究 集合 的 时 候 ,集合 中 所 含 元 素 的 多 少 是 一 个 重 
要 的 概念 有限 集 与 无 限 集 , 可 数 集 与 不 可 数 集 , 这 些 都 是 数学 上 
常常 碰 到 的 概念 .如 何 判断 一 个 集合 所 含 元 素 的 多 少 呢 ? 对 有 限 
集 而 言 ,要 知 其 元 素 的 个 数 最 直接 的 方法 是 把 集合 中 元 素 一 个 一 
个 地 “ 数 " 出 来 ,这 等 于 将 集合 中 各 元 素 按 某 一 方式 给 它们 编号 : A 
= |al,a2y,…,a,| ,其 中 i 关 k& 时 ,a, 和 a 是 不 同 的 元 素 . 这 样 就 
把 A 和 自然 数列 的 某 一 个 片断 {1,2,…, | 一 对 一 的 对 应 起 来 ， 
最 后 对 应 的 一 个 自然 数 n 显然 就 是 A 中 的 元 素 的 个 数 . 有 时 候 ， 
我 们 并 不 需要 确切 地 知道 两 个 集合 A 与 B 所 含 元 素 的 个 数 ,但 却 
要 知道 它们 所 含 的 元 素 谁 多 谁 少 ,此 时 最 行 之 有 效 的 办 法 是 将 A 
的 元 素 与 B 的 元 素 对 应 起 来 .为 此 引入 下 面 的 概念 . 
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定义 1.9 设 A、B 是 两 个 集合 ,如 果 存 在 一 个 从 A 到 B 的 
双 射 了 , 则 称 A 与 B 是 对 等 的 , 记 为 A 一 B. 

容易 验证 ,对 等 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 即 A 一 A; 若 A 一 B, 则 
B~A; 若 A~B,B~C, 则 4 一 C. 我 们 可 以 把 彼此 对 等 的 集合 归 
为 一 类 . 把 两 个 彼此 对 等 的 集合 称 为 具有 相同 的 势 (或 基数 ) ,用 
有 表示 集合 A 的 势 .对 有 限 集 而 言 ,两 个 集合 具有 相同 的 势 , 意 味 
着 它们 所 含 元 素 个 数 相等 .“ 势 "的 概念 是 有 限 集合 中 元 素 “ 个 数 ” 
的 推广 . 

例 1.6 设 N=12nlnENICN. 作 映射 f:N 一 N| 为 
f(n)=2n(YnEN), 易 验证 /为 双 射 , 故 N~N,, 或 N=N,. 

例 1.7 实数 集 R 中 的 区 间 (- 1,1) 与 R 具有 相同 的 势 . 因 


令 A(zD)=t@( 罕 JCYze(-110), 则 了 是 (- 11 到 有 的 一 个 
双 射 . 设 (a,5) 为 任意 有 限 开 区 间 , 则 (a,5) 与 ( - 1,1) 等 势 , 因 


8(z) = 了 sx+ 妇 4 是 (一 1,1) 到 (4,6) 的 双 射 


上 面 二 例 说 明 ,无限 集 可 以 与 其 真子 集 具有 相同 的 基数 ,而 有 
限 集 与 其 真子 集 不 可 能 建立 一 一 对 应 ,因而 不 可 能 具有 相同 的 基 
数 . 可 以 证 明 : 任 何 一 个 无 限 集 必 能 与 它 的 一 个 真子 集 等 势 ,反之 
也 成 立 .这 正 是 无 限 集 与 有 限 集 的 本 质 区 别 . 

定义 1.10 凡 与 自然 数 集 N 等 势 的 集合 称 为 可 数 集 或 可 列 
集 . 一 个 集合 是 有 限 集 或 可 数 集 时 , 称 为 至 多 可 数 ， 

上 面 的 集合 N, = |2n|nEN| 是 可 数 集 . 

当 A 是 可 数 集 时 ,存在 N 到 A 的 双 射 /, 若 令 /(i)=a,(i= 
1,2,…,n,…), 则 A 的 元 素 可 排列 出 来 , 即 

人 fa anyay 
可 数 集 的 势 用 ,表示 , 读 作 阿 列 夫 零 . 
例 1.8 ”有理数 集 @ 是 可 数 集 . 


证 ”注意 每 个 有 理 数 a 均 可 惟一 写成 分 母 为 正 整数 ,分 子 为 
整数 的 既 约 分 数 a = 之 了 9>0- 按 和 数 |p|+g=n 依 n 由 小 到 大 


排序 ( 删 去 重复 者 ) ,例如 ,n=1 时 的 分 数 只 有 时 =2 时 的 分 数 


是 十 和 ,n=3 的 分 数 是 子 ,>, 直 ,二 等 等 ,这 样 将 一 切 有 理 
数 排列 如 下 : 
01-12-21 _13-31-1.. 
T2211 33” 
然后 再 按 这 一 顺序 与 一 切 自然 数 集 N 建立 一 一 对 应 关系 ,因此 0 
是 可 数 集 . 


为 便于 应 用 ,我 们 简要 地 介绍 两 个 集合 的 势 之 间 的 关系 . 设 
A、B 是 两 个 集合 ,如 果 A 不 和 B 对 等 ,但 存在 B 的 真子 集 B1 ,使 
A 一 B, 则 称 A 比 B 有 较 小 的 势 ( 或 B 比 A 有 较 大 的 势 ) ,并 记 为 
A<B( 或 B>A). 此 外 ,我 们 用 及 过 B 表示 A 的 势 不 超过 B 的 
势 .理论 上 已 经 证 明 ,对 两 个 集合 A、B, 关 系 式 A<B,A=5,A 
>B 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 

定理 1.6 可 数 集 的 任 一 子 集 至 多 可 数 . 

证 设 A 是 可 数 集 ,BCA. 将 A 的 元 素 进 行 编号 :al ,as， 

a, ，… 在 这 些 元 素 中 ,假设 a,, ,a,,,…, 是 B 的 所 有 元 素 . 当 


它们 只 有 有 限 多 个 时 ,那么 B 是 有 限 集 , 否则 可 用 数 1,2,… 对 其 
进行 编号 , B 是 可 数 集 . 

例 1.9 直线 上 一 切 互 不 相交 的 开 区 间 构 成 的 集 至 多 可 数 . 
事实 上 ,每 个 开 区 间 (a ,6 ) 内 至 少 包含 一 个 有 理 点 ,因此 ,只 要 使 
开 区 间 与 其 中 的 某 一 有 理 点 相对 应 ,一 切 互 不 相交 的 开 区 间 就 与 
有 理 数 集 的 一 个 子 集 一 一 对 应 ,由 定理 1.6 即 知 结论 成 立 . 

例 1.10 定义 在 区 间 上 的 单调 函数 的 间断 点 至 多 可 数 . 
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证 不 妨 设 F(z) 为 单调 增加 函数 . 设 zo 为 F(z) 的 间断 点 ， 

由 高 等 数学 知识 知道 ，lim (7) = 了 (zo 一 0) 及 lim /(z)= 
ret rt 

f(xzo +0) 均 存在 , 且 f(xo-0)< /f(zxo+0), 故 xo 对 应 > 轴 上 的 

一 个 开 区 间 (/(xo 一 0), f(x。+0)), 而 所 有 这 些 开 区 间 都 互 不 相 

交 , 由 例 1.9 知 结论 成 立 . 

定理 1.7 (1) 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 并 仍 是 可 数 集 . 

(2) 有 限 个 可 数 集 的 第 卡尔 积 是 可 数 集 . 

证 (1) 设 A),A;,…, 是 可 数 集 ,不 妨 设 它们 两 两 不 相交 
(否则 , 令 AY = AAA = A UA, 则 当 i 关 j 时 , A’ mA; = 
@, 且 口 A, = 口 A7 ) 而且 并 集 口 4, = S. 把 A1,A;,… 的 一 切 元 
素 排 成 如 下 的 形式 : 


Ai=jiau, 一 >， CE 


Ha lay a CA 


了 CQ23， 
Rs 8 
Ai,= le， 2 as, ds, ZU 


把 所 有 这 些 元 素 按 对 角 线 编号 , 则 S 可 表示 成 为 一 个 无 穷 序列 

Ql A 2 4 QQ23 03 041Q51Q4 033 024， 
CC15 
故 S 是 可 数 集 . 

(2) 设 A= ay,as,a3,…i,B= 1651,6;,53,…| 是 可 数 集 , 则 
A XB 的 元 素 可 以 列表 为 无 限 矩 阵 形式 : 


(a1,61), 一 一 (ai ,hb,), (cy 63 ) 
(7 一 (07)， (ca 0 
(aa,ol)， (a3,62), (aa 03 ) 
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然后 再 将 上 述 元 素 从 (a , 6, ) 起 按 箭头 所 示 顺 序 重新 排列 ， 
这 样 可 把 A x B 的 所 有 元 素 排列 出 来 ,因而 A Xx B 可 数 . 

归纳 假设 n=k 时 (2) 成 立 , 即 A, x A, X… Xx A 是 可 数 集 ， 
则 A， XA2X…XAXAI=(AIXA:X… Xx A )X Ai+1+ 是 两 个 
可 数 集 的 笛 卡 尔 积 ,因而 也 可 数 . 

定理 1.8 任 一 无 限 集 都 包含 可 数 子 集 . 

证 设 M 是 无 限 集 ,在 M 中 任 取 一 元 素 ci ,由 于 M 是 无 限 
集 ,可 在 M 中 找到 异 于 a, 的 元 素 o; .假设 已 找到 了 n 个 不 同 的 元 
素 fal,as,…,a,1, 由 于 M 是 无 限 集 , 3a,,, EMAN ia ya …， 
an ，,…, 这 样 就 能 得 到 M 的 可 数 子 集 A= ja ,as,…,a,,…|. 

由 定理 1.8 知 , 在 无 限 集中 ,可 数 集 是 “最 小 的 ”. 

定义 1.11 不 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 . 

定理 1.9 区 间 (0,1) 是 不 可 数 集 . 

证 首先 (0,1) 中 每 一 实数 a 都 可 惟一 地 表示 为 十 进位 无 穷 
小 数 ; 

Q&=0.alasa3… 

的 形式 ,其 中 各 a, 是 0,1,…,9 中 的 一 个 数字 ,不 全 为 0, 且 不 是 从 
某 个 数 之 后 都 变 为 数字 为 9 的 数 , 称 实数 的 这 种 表示 为 一 个 正规 表 
示 . 可 以 验证 (0,1) 中 每 一 实数 和 它 的 正规 表示 是 一 一 对 应 的 . 

现 用 反 证 法 证 明 上 面 定理 .假设 (0,1) 中 全 体 实 数 可 排列 成 一 
个 序列 : 


{1 
ad ,a , aD), a) ,oe 


将 每 个 ec" 表示 成 正规 无 穷 小 数 : 
a =0. 站 人 
ac) =0. aa 
a =0. aa 人 oa 


12 


作 十 进位 小 数 a =0.a1asa3…, 其 中 a; 隆 al (i=1,2,…), 这 是 
办 得 到 的 .因为 对 任意 的 i, 如 a 中 =1, 令 a;=2, 如 a” 关 1, 那 么 
取 a, =1 就 行 了 .所 作成 的 数 a 应 该 在 区 间 (0,1) 中 ,但 不 会 在 数 
列 a,a2 ,ac … 中 ,因为 对 于 每 个 ma 天 ao ， 故 
aa 天 at ,这 与 le ,a2 =(0,1) 相 矛盾 ,因此 (0,1) 是 不 可 数 


集 . 

由 例 1.7 知 R 中 的 任 一 开 区 间 (a,5) 及 R 都 与 (0,1) 区 间 等 
势 . 凡 与 区 间 (0,1) 对 等 的 集 的 势 称 为 连续 统 的 势 , 记 作 必 (或 c)， 
读 作 阿 列 夫 . 

可 以 证 明 , 设 集 A 的 势 为 ,用 2” 表示 军 集 P(A ) 的 势 , 则 2 
>4. 因 此 没有 “ 势 最 大 ”的 无 限 集 . 


习题 1.1 


1. 证 明 BU(QA)= Q(BUA). 

2. 证 明 (WA) = OA 

3. 证 明 /(/“'(B))CB, 其 中 /:X>Y,BCY, 当 f 是 满 射 时 等 式 成 立 . 

4. 证 明 A(QA)CO/(A), 其 中 f:X 一 Y,A; CX(AET). 举 例 说 明 
等 号 可 能 不 成 立 . 

5. 试 作 一 个 由 [0,1] 到 (0,1) 的 双 射 /. 

6. 证 明 整 系数 多 项 式 

aox" 十 CE 

的 全 体 是 一 可 数 集 . 

7. 整 系数 多 项 式 的 根 称 为 代数 数 , 证 明代 数 数 的 全 体 是 一 可 数 集 . 


$2 实数 与 连续 函数 的 某 些 性 质 


= 
+°%+ar-iXt+a, 


8$2.1 实数 的 完备 性 


我 们 知道 ,实数 可 分 为 有 理 数 与 无 理 数 .有 理 数 的 全 体 称 为 有 
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理 数 系 或 有 理 数 集 . 有理数 在 数 轴 上 的 对 应 点 称 为 有 理 点 ,无 理 数 
对 应 的 点 称 为 无 理 点 . 有理 数 系 的 一 个 重要 性 质 是 它 在 实数 系 中 
的 稠密 性 ,就 是 说 ,对 任意 一 个 实数 x 和 任意 e >0, 总 能 找到 一 个 
有 理 数 ; ,使 得 | zx - x| <。. 稠密 性 还 等 价 于 :对 任意 给 定 的 实数 
,都 存在 有 理 数列 | r,| ,使 得 im r, = x. 或 者 说 ,任意 两 个 不 同 的 
实数 之 间 至 少 存在 着 一 个 (因而 有 无 限 多 个 ) 有 理 数 . 

虽然 如 此 ,有 理 点 并 未 布 满 整个 数 轴 . 在 数 轴 上 ,有 理 点 之 间 
还 有 不 是 有 理 点 的 空隙 (如 /5 等 ). 有 理 数 列 的 极限 不 一 定 是 有 理 
数 (如 | (1 + 二】 | 的 极限 是 。, 它 不 是 有 理 数 ) ,我 们 称 之 为 有 理 数 


系 的 不 连续 性 或 不 完备 性 .而 实数 系 却 不 同 , 它 在 数 轴 上 是 连续 分 
布 的 , 称 之 为 实数 系 的 连续 性 或 完备 性 . 

在 这 一 小 节 中 ,我 们 简要 地 介绍 关于 实数 系 的 六 个 等 价 定理 
(〈 即 定理 2.3~2.8) ,它们 都 刻画 了 实数 ( 系 ) 的 完备 性 ,有 关 等 价 
性 的 证 明 从 路 . 

定义 2.1 设 ACR, 如 果 存 在 cER, 使 得 对 YaEA, 有 a 
志 c, 则 称 c 是 数 集 A 的 一 个 上 界 , 称 集合 A 有 上 界 .同样 ,如 果 存 
在 d€ R. 使 得 对 YaE€ A, 有 4 三 d, 则 称 4 是 A 的 一 个 下 界 , 称 
集合 A 有 下 界 . 如 果 集 合 A 既 有 上 界 也 有 下 界 , 则 称 A 有 界 . 

显然 ,车 c 是 A 的 一 个 上 界 , 且 ci 三 c, 则 c, 也 是 A 的 一 个 
上 界 . 4 的 上 界 c 不 一 定 在 A 中 , 艾 如 A=(0,1),1 是 A 的 一 个 
上 界 ,但 1&(0,1). 

如 果 A 有 上 界 , 且 A 的 上 界 中 有 一 个 最 小 者 M , 则 称 M 是 
A 的 上 确 界 , 记 作 M=supA.M 是 A 的 上 确 界 , 即 要 满足 两 个 条 
件 :(1)M 是 A 的 一 个 上 界 ;(2) 对 A 的 任 一 个 上 界 c, 有 Mc. 
由 此 知 ,如果 A 有 上 确 界 , 则 必 是 惟一 的 . 

如 果 A 无 上 界 ,可 记 作 supA = + co. 

同样 可 以 定义 下 确 界 . 如 果 A 有 下 界 , 且 A 的 下 界 中 有 最 大 
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者 m, 则 称 m 是 A 的 下 确 界 , 记 作 m=infA.m 是 A 的 下 确 界 就 
是 说 (1)nm 是 A 的 一 个 下 界 ;(2) 对 A 的 任 一 下 界 4 ,有 dm. 如 
果 A 有 下 确 界 , 则 是 惟一 的 . 

如 果 A 无 下 界 , 可 记 作 infA= 一 %. 

定理 2.1 M 是 A 的 上 确 界 当 且 仅 当 M 满足 条 件 :(1) 对 
VaEA, 有 a 三 M;(2) 对 Ve>0,ja€A, 使 a>M-e. 

证 设 M 是 A 的 上 确 界 , 则 M 是 A 的 一 个 上 界 , 条 件 (1) 成 
立 . 若 (2) 不 成 立 , 则 3eo>0, 对 Va€EA, 者 有 有 aM-eo, 即 M 
一 eo 是 A 的 一 个 小 于 M 的 上 界 ,这 与 M 是 A 的 最 小 上 界 相 矛 
盾 , 故 条 件 (2) 成 立 . 

反之 , 当 (1) 成 立时 ,表明 M 是 A 的 一 个 上 界 . 设 c 是 A 的 任 
一 上 界 , 若 c<M, 令 se=M-=-c>0, 由 条 件 (2), jcEA, 使 > 
M-e=M-(M-c)=c, 这 与 c 是 A 的 上 界 相 矛 盾 , 故 必 有 c 宇 
M, 于 是 M 是 A 的 最 小 上 界 即 上 确 界 . 


在 以 上 的 条 件 (2) 中 , 令 e= 二 , 则 3a,E A, 使 得 a,>M - 


上 , 男 一 方面 a, 过 M, 故 a-M(n>o0), 于 是 有 如 下 推论 . 


推论 2.1 设 M 是 A 的 一 个 上 界 , 则 M 是 A 的 上 确 界 的 充 
要 条 件 是 存在 A 中 序列 1a, | ,使 得 a, 一 M(n->o0). 

对 于 下 确 界 的 情形 ,有 类 似 的 结论 . 

定理 2.2 m 是 A 的 下 确 界 , 当 且 仅 当 zm 满足 条 件 :(1) 对 
Ya€A, 有 a 之 m4;(2) 对 Ye>0,3a€EAh, 使 4<m+e. 

如 果 m 是 A 的 一 个 下 界 , 则 m 是 A 的 下 确 界 的 充 要 条 件 是 
存在 A 中 序列 ia, | ,使 得 a >m(n—>o0). 

例 2.1 考虑 数 集 A=|x|zx <2,xE€Q|. 在 实数 范围 内 ,A 
有 上 确 界 /2. 事 实 上 ,对 VzxEA, 由 zx?<2 知 zx<Y2, 即 /2 是 A 的 
一 个 上 界 .对 Ye>0( 不 妨 设 se< 1), 由 有 理 数 的 稠密 性 , 3 rE€ 0， 
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使 得 /2-e<r<V2,r*<2, 故 rE€ A, 由 定理 2.1 即 知 /2 是 A 的 
上 确 界 .可 以 证 明 ,A 在 有 理 数 范围 内 无 上 确 界 , 即 任何 一 个 有 理 
数 ro 都 不 能 成 为 A 的 上 确 界 . 

一 般 , 在 实数 范围 内 有 如 下 的 确 界 存 在 定理 ,我 们 不 加 证 明 地 
投 述 如 下 : 

定理 2.3( 确 界 存在 定理 ) ”任何 有 上 界 的 非 空 实数 子 集 A 
必 有 上 确 界 .任何 有 下 界 的 非 空 实数 子 集 必 有 下 确 界 . 

如 果 集 合 A 的 上 (下 ) 确 界 属 于 A, 则 此 上 (下 ) 确 界 即 是 A 
的 最 大 (小 ) 值 . 

由 确 界 存 在 定理 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 2.4( 单 调 有 界定 理 ) 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

证 仅 就 数列 {xz, | 单调 增加 且 有 上 界 证 明 , 对 于 单调 减少 且 
有 下 界 的 情形 证 明 类 似 . 考虑 由 数列 |z, | 的 项 组 成 的 集 A (注意 
A 与 数列 |z, | 的 区 别 , 如 数列 1, 一 1,1, 一 1,…,( 一 1)”""!,… 的 项 
组 成 的 集 是 | -1,11). A 是 中 子 集 ,由 {xz, | 有 上 界 知 集 A 有 上 
界 , 由 确 界 存 在 定理 ,A 有 上 确 界 4. 下面 证 明 

limx, = a. 
因 a 是 A 的 上 确 界 , 故 对 Yn, 都 有 .x, 声 a, 由 定理 2.1, 对 Ve> 
0, 导 zyE A, 使 zy>a 一 .注意 1x, |} 单调 增加 , 当 n>N 时 ，r， 
之 zy>a-e, 于 是 当 n>N 时 , 恒 有 a-e<zxv<zr,S<a<ate, 
即 |z, -a|<e, 由 极限 定义 
limz, =a. 

由 定理 的 证 明 可 看 出 ,单调 增加 有 界 数列 的 上 确 界 即 是 该 数 
列 的 极限 . 

由 单调 有 界定 理 ,可 以 证 明 以 下 两 个 定理 : 

定理 2.5( 区 间 套 定理 ) 设 {[a, ,6b,]|(n=1,2,…) 是 一 列 闭 
区 间 ,a, <<65, ,如 果 
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(1) [ai,b1 Dla;,6;1 I.…DLa, ,b, 1 OO.…; 

(2) lim(b, 一 av)=0， 
则 存在 惟一 的 xoE R ,使 得 zo€ 月 [av ,6 ], 并 且 有 limas = im 
= ro. 

定理 2.6 (Bolzano-Weierstrass 列 紧 性 定理 ) 任何 有 界 实数 
列 必 有 收敛 的 子 列 . 

定义 2.2 设 忆 =|A,14ET,A; 是 区 间 | ,了 是 某 一 区 间 , 若 
ICUA , 则 称 区 间 集 EE 覆盖 了 1, 也 说 区 间 集 巨 是 区 间 了 的 一 个 
覆盖 . 若 已 是 有 限 集 , 便 称 已 为 有 限 覆盖 . 若 巨 的 每 个 元 素 都 是 
开 区 间 , 便 称 已 为 开 覆 盖 . 设 GCE, 且 G 也 是 了 的 一 个 覆盖 , 则 
称 G 为 EE 的 子 覆盖 , 当 G 的 元 只 有 有 限 个 时 , 称 G 为 有 限 子 覆 
盖 . 


例 2.2 设 1= (DCR,B=|( -去 全 ) (到 本 ,人 ( 生 2)- 
则 E, 显然 是 1 的 一 个 覆盖 ,G= | ( - 去, 去 ),( 寺 ,1)| 是 E 的 
子 覆 郑 ,G 是 1 的 一 个 开 覆盖 令 E,= | (0,1- 工 】 n=2,3,…|， 


由 于 (0,1)C 忆 (0,1- 汪 ), 故 E; 也 是 1=(0,1) 的 开 覆 盖 . 显 然 ， 
E, 中 任意 有 限 个 元 组 成 的 子 集 不 可 能 覆盖 (0,1), 故 E, 没有 有 
限 的 子 覆 六 . 

定理 2.7(Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 ) 设 E={(a,6b)|XE 
T| 是 有 界 闭 区 间 [a,6] 的 任 一 开 覆 盖 , 则 EE 必 有 有 限 子 覆盖 , 妈 
存在 巨 中 的 有 限 个 开 区 间 (au ,如 )(i = 1,2,…,z), 使 [a,6]C 
Ula, ON ). 

证 略 . 
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定义 2.3 设 jz, | 为 一 数列 , 若 对 任意 给 定 的 es >0, 必 存在 
NEN, 当 n,m>N 时 ,有 
[x =z le 
恒 成 立 , 则 称 |x, | 为 Cauchy 列 或 基本 列 . 
例 2.3 任 一 收敛 数列 |z, | 都 是 Cauchy 列 . 
证 设 limz, =a, 则 对 Ye>0, 必 NEN, 当 n>N 时 ,| xz, 


~al< 廊 ; 当 m>N 时 ,|x al< 户 , 故 当 n,m>N 时 ,| x, — 


好 | 县 lz al+|z, -al< 玉 + 广 =e, 于 是 |z, | 是 Cauchy 列 . 

例 2.4 任 一 Cauchy 列 |x, i 都 是 有 界 的 . 

证 对 eo=1, 由 {x,i 是 Cauchy 列 , JNEN, 当 m,n>N 
时 ,| xz, 一 x, | <1, 特 别 有 |x, -zw |<<1. 

所 以 当 n>N 时 ,|x |= | x, -zn t .ryt [S| zx, -zrnri | 
+|zwstl<1+lzwril, 于 是 对 任意 ma, 有 

[Iz, lmaxilzl, lz |zvl 1+lzvil， 

故 |z,} 有 界 . 

定理 2,8( 实 数 系 完备 性 定理 ) ”R 中 数列 |z, | 收敛 的 充 要 条 
件 是 |z, 1 是 Cauchy 列 . 

证 必要 性 见 例 2.3, 现 证 充分 性 . 设 jz, | 是 Cauchy 列 ,由 例 
2.4 知 |z,1 是 有 界 数列 .由 定理 2.6 知 |z, 上 有 收敛 子 列 | zx, |}. 设 


Jimz =a, 则 对 Ve>0, 3KEN, 当 k>K 时 ,|z -al< 和 三 ， 

又 {xz 是 Cauchy 列 , 故 对 上 述 es >0， I3NIEN, 当 hk>N ,mm> 

Ni 时 ,|zxs 一 x]|< 廓 . 取 N=max|K,N1|, 当 k>N 时 ,由 于 汶 

之 k>N, 故 [zs 一 al 过 [zs 一 zx | + |x -al< 扩 + 记 =e, 由 数 
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列 极限 的 定义 知 limz, = 
定理 2.8 常 称 为 Cauchy 收敛 准则 . 


§2.2 开 集 与 闭 集 


定义 2.4 设 UU 是 R 中 的 点 集 ,a ER, 称 包含 a 的 任 一 开 区 
间 (a,B) 为 点 a 的 邻 域 . 设 cE U, 如 果 存 在 a 的 邻 域 (a,B), 满 
足 a€E(a,B)CU, 则 称 a 是 U 的 内 点 .如 果 点 集 U 中 的 每 一 点 
都 是 它 的 内 点 , 则 称 U 为 开 集 . 

显然 ,直线 上 任何 开 区 间 都 是 开 集 .集合 (0,1)U(2,3) 也 是 开 
集 .规定 空 集 O 是 开 集 . 

定理 2.9 开 集 具有 下 列 性 质 

(1) 0 与 R 都 是 开 集 ; 

(2) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

(3) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

证 (1) 显然 . 

(2) 设 1G, 1XE€ Ti 是 任 一 开 集 族 , 令 G= WG; ,不 妨 设 G 天 
办 ,对 VzEG, 则 必 卫 MoET ,使 二 E G, ,由 G4 是 开 集 , 故 工 是 
G4 的 内 点 ,因此 存在 x 的 一 个 邻 域 (a,8), 使 iYE€(a,B)CG CC 
G,x 也 是 G 的 内 点 ,所 以 G 是 开 集 . 

(3) 设 G,,G，…，G, 是 个 开 集 , 令 G= 自 Gk 不妨 设 G 
天 0, 对 VzEG, 则 zEG(R=1,2, ,7 ). 于 是 对 每 个 上 ,都 存 
在 迟 的 一 个 邻 域 (w ,B.), 使 EE(a,B)CG(k=1,2,…,n). 
令 


0 


显然 a<B, 且 xzE(a,B)C(a ,BR)CG 从 而 *E(a,B)C 有 G， 
= G, 这 表明 x 也 是 G 的 内 点 , 故 G 是 开 集 . 
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例 2.5 设 G= (于 法) (4=12,…n,…), 令 G= 
及 Gi, 易 验证 G= 101,G 不 是 开 集 .而 每 个 G 都 是 开 集 . 本 例 表 
明 无 限 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 . 

定义 2.5 设 已 是 R 中 的 点 集 ,PuE 丸 ,如果 Po 的 任 一 邻 域 
内 都 含有 无 穷 多 个 EE 的 点 , 则 称 P 为 E 的 一 个 聚 点 (或 极限 
点 ). 

直观 上 看 ,Pu 是 巨 的 聚 点 ,就 好 像 已 中 有 无 限 多 个 点 聚集 在 
PP, 的 附近 .显然 , 的 内 点 必 为 的 聚 点 ,但 已 的 聚 点 却 不 一 定 
是 下 的 内 点 ,下 的 聚 点 可 以 属于 已 也 可 以 不 属于 EE, 请 看 下 面 二 
例 . 

例 2.6 区 间 (0,1) 内 的 每 个 点 都 是 它 的 聚 点 ,而 且 0 与 1 也 
是 它 的 聚 点 ,但 0,1& (0,1). 


例 2.7 设 E=|1, 二 ,十 ,…, 汗 ,…|, 易 验证 0 是 EE 的 本 
点 ,而 且 是 下 的 惟一 聚 点 ,0 

定理 2.10 下 面 的 三 个 陈述 是 等 价 的 : 

(1) Pu 是 已 的 聚 点 ; 

(2) Ps 的 任 一 邻 域内 ,至 少 含有 一 个 属于 尼 而 异 于 Pu 的 点 ; 

(3) 存在 由 E 中 互 异 的 点 构成 的 点 列 | P, | ,使 P, 一 Po(n 一 
证 由 (1) 导 出 (2) 及 由 (3) 导 出 (1) 是 显然 的 , 现 证 由 (2) 导 出 
(3). 

由 假定 ,在 (Pu - 1, Pu + 1) 中 至 少 有 一 点 PLEE ,Pi 关 P,, 令 


61=min||P, Ps| ,|, 则 在 (P。 - 61, P+ 51) 中 至 少 有 一 点 
PEE,P 关 Pa, 显然 P; 关 Pi. 令 和 =min||P,- Pul ,于 | , 则 在 
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(Pu - 6, ,Po+ 6)) 中 又 至 少 有 一 点 PE 已 ,P: 天 Pu, 显 然 P; 天 
Pi ,P, ,这 样 无 限 继续 下 去 , 便 得 到 点 列 | P, 上 , 它 显然 满足 要 求 . 

定义 2.6 设 ECR,P,ER, 如 果 Po 的 任 一 邻 域内 既 有 属 
于 EE 的 点 ,也 有 不 属于 下 的 点 , 则 称 P, 为 FF 的 边界 点 ;如 果 Po 
EE, 但 Po 不 是 下 的 聚 点 , 则 称 Pu 为 的 孤立 点 . 

由 定理 2.10 易 知 :Po 是 巨 的 孤立 点 的 充 要 条 件 是 :存在 P。 
的 某 邻 域 (xc,B) ,使 (ac,B) 门 下 = |Po}. 

E 的 孤立 点 一 定 是 EE 的 边界 点 ;EE 的 边界 点 不 是 聚 点 便 是 孤 
立 点 ;E 的 聚 点 不 是 内 点 便 一 定 是 边界 点 . 

定义 2.7 设 ECR, 有 如 下 概念 : 

(1) EE 的 全 体内 点 所 成 的 集合 , 称 为 下 的 内 部 , 记 作 过; 

(2) EE 的 全 体 边界 点 所 成 的 集合 , 称 为 下 的 边界 , 记 为 9FE; 

(3) EE 的 全 体 聚 点 所 成 的 集合 , 称 为 天 的 导 集 , 记 为 E'; 

(4) EUE' 称 为 E 的 闭 包 , 记 为 E. 

由 定义 ,对 任意 集 巨 ,都 有 CECE. 

在 例 2.6 中 , 记 E=(0,1), 则 记 =(0,1),93E=|0,1},E’= 


去 1 
[0,1],E=[0,1]. 在 例 2.7 中 ,E= |1, 放 , 记 ,…, 二 ,…|, 记 =0， 


9E=EUI10},E’=10},E=EU10}. 车 忆 是 非 空 有 限 集 , 则 亡 = 
0,9E=E,E’=0@,E=E. 

下 面 定理 告诉 我 们 什么 时 候 EE' 关 0. 

定理 2.11(Bolzano-Weierstrass 聚 点 原理 ) R 中 任 一 有 界 无 
限 点 集 EE 至 少 有 一 个 聚 点 . 

证 略 . 

定理 2.12 设 ECR, 则 下 面 三 个 陈述 是 等 价 的 ; 

(1) zE 巨 ; 

(2) z 的 任 一 邻 域 中 都 有 下 的 点 ; 

(3) 存在 点 列 |z, |CE, 使 xz, 一 z(n 一 %0). 
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证 (1)=>(2) 设 zEE. 车 xEE, 则 (2) 显 然 成 立 . 若 x 允 
巨 , 则 zEE'. 由 聚 点 定义 知 (2) 成 立 . 


(2)=(3) 设 z 的 邻 域 (2 一 沁 ,z+ 记 ] 中 及 的 点 z,(n = 


1,2,…), 因 |z, 一 工 | < 十 , 故 (7 一 >oo)， 


(3) 一 (1) 设 x,EE 且 zx， >rx(n 一 00). 若 rEE, 则 EE. 
车 x 区 忆 , 则 工 关 xz, (n=1,2,…), 对 之 的 任意 邻 域 (a,B), 记 ee= 
min{z -a,B-z), 由 zx,>x 知 I3NEN, 当 n>N 时 ,|x, -x| 
<e, 即 ,E(x-e,x+e)C(a,pB), 由 定理 2.10 之 (2) 知 zx 是 EE 
的 聚 点 , 即 xEE’, 从 而 x EE. 

定义 2.8 设 ECR, 如 果 下 的 余 集 E = R \E 是 开 集 , 则 称 
玉 为 闭 集 . 

由 闭 集 的 定义 可 知 : 闭 集 的 余 集 是 开 集 , 开 集 的 余 集 是 闭 集 . 

由 定理 2.9 及 De Morgan 律 (定理 1.2) 容 易 得 到 下 面 的 定 


定理 2.13 (1) 空 集 0 与 R 是 闭 集 ; 

(2) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ; 

(3) 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

应 该 注意 的 是 ,无 限 多 个 闭 集 的 并 不 一 定 是 闭 集 . 

定理 2.14 设 巨 是 刃 中 非 空子 集 , 则 以 下 四 个 陈述 是 等 价 


(1) 下 是 闭 集 ; 
(2) E’CE:; 
(3) E=E; 
(4) 对 巨 中 的 每 个 收银 点 列 } | ,车 limz =x, 则 zxEE. 
证 (1) 人 (2) 用 反 证 法 . 设 xEE', 若 7&E, 则 xEF' ,由 
是 闭 集 , 知 FE 是 开 集 , 故 必 存 在 x 的 邻 域 (a,B), 使 zxE€(a,B8) 
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CE', 这 与 x 是 EE 的 聚 点 相 矛 盾 , 因 此 zxE 正 . 

(2) 全 (3) 由 E'CE 及 E=EUE' 知 E=E. 

(3) 一 (4) 设 |z,|l 是 EE 中 收敛 点 列 ,zz(n->%%). 由 定理 
2.12,7EE=E. 

(4) 一 (1) 若 户 不 是 开 集 , 则 .x€EE ,zx 不 是 EF 的 内 点 ， 
故 对 每 个 ， (=- 二 > + CTE. 即 jx, € (zx- 二 ,z+ 二 )， 
ZZ 外 包 ,从 而 zx, ER, 显然 x, 琶 z(n 阅 %), 由 条 件 (4),xEE, 这 
与 zx€ Fr 相 矛 盾 , 故 FEF 是 开 集 ,从 而 玉 是 闭 集 . 

推论 2.2 若 开 =O, 则 已 是 闭 集 . 

我 们 知道 , 开 区 间 是 开 集 .任意 多 个 开 区 间 的 并 也 是 开 集 . 那 
么 ,任何 一 个 开 集 是 否 都 能 表示 成 一 些 开 区 间 的 并 呢 ? 

定义 2.9 设 G 是 直线 R 上 的 有 界 开 集 ,如 果 开 区 间 (a,p) 
满足 条 件 :(1)(a,B)CG;(2)a、B& G. 则 称 (a,B) 是 开 集 G 的 一 
个 构成 区 间 . 

例如 ,G=(0,1)U(2,3),(0,1)、(2,3) 都 是 G 的 构成 区 间 . 

引 理 2.1 设 G 为 R 中 有 界 开 集 , 则 对 任意 xoE€G, 必 有 G 
的 一 个 构成 区 间 (a,B), 使 zo€ (a ,8B). 

证 略 . 

定理 2.15{( 开 集 的 构造 定理 ) 设 G 为 R 中 有 界 非 空 开 集 ， 
则 G 可 以 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 构成 区 间 之 并 , 即 

G= WY(a,B), 

其 中 工 为 有 限 的 或 可 数 的 指标 集 

证 由 引 理 2.1, 对 YVzEG, 都 有 一 个 G 的 构成 区 间 (a,， 
B.), 使 ZE (a,,B,)CG, 故 G= VU,(a,,8.). 又 因 G 中 不 同 的 点 
2Z1 与 za 所 对 应 的 构成 区 间 (a, ,B. ) 与 (az, ,B., ) 要 么 互相 重合 
要 么 互 不 相交 . 事实 上 , 若 (a, ,B, ) 与 (a ,p,, ) 不 重合 , 且 (a, ; 
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有 . ) 门 (a,, ,B,, ) 天 O, 则 这 两 个 构成 区 间 的 端点 总 有 一 个 含 于 另 
一 个 构成 区 间 中 ,例如 不 妨 设 BE (ar ,PB., ) ,于 是 B. € G ,这 与 
(cx ,BB ) 是 构成 区 间 相 矛盾 . 于 是 G 可 表示 为 一 列 互 不 相交 的 
构成 区 间 的 并 集 , 由 例 1.9, 这 些 区 间 至 多 有 可 数 个 . 

下 面 举 一 个 重要 的 例子 一 一 康 托 (Cantor) 三 分 集 . 

例 2.8 Cantor 集 . 


将 区 间 [0,1] 三 等 分 ,去 控 中 间 的 开 区 间 ( 访 , 子 ), 剩 下 两 个 
闭 区 间 [0, 韦 ],[ 拖 ,1]. 再 把 这 两 个 闭 区 间 各 三 等 分 ,去 掉 各 自 中 
间 的 开 区 间 , 即 ( 言 , 针 ) (也 ,号 一般 地 , 当 进 行 到 第 ”次 时 ， 
一 共 去 掉 2" 1 个 开 区 间 , 剩 下 2" 个 长 度 是 3 的 互相 隔离 的 闭 
区 间 , 再 将 这 2" 个 闭 区 间 各 三 等 分 ,并 去 掉 各 自 中 间 的 开 区 间 , 如 
此 继续 下 去 ,就 从 [0,1] 去 掉 了 可 数 个 互 不 相交 而 且 没 有 公共 端点 
的 开 区 间 , 剩 下 的 点 所 构成 的 集合 称 为 康 托 集 , 记 为 P，. 

康 托 集 具有 下 列 基本 性 质 : 

(1) Pu 是 闭 集 . 

二 1 2 1 

事实 上 ,P=(- ,0)U(1,+ oo)U( 访 半 )U( 雪 过)U 
(于 ,号 )U…, 它 显然 是 一 个 开 集 ,因此 Pu 是 闭 集 . 

(2) Po 是 不 可 数 集 , 且 B=. 

$ 2.3 ”函数 的 一 臻 连续 性 与 函数 列 的 一 致 收敛 性 

在 微 积分 学 中 已 介绍 过 的 区 间 上 的 连续 函数 的 概念 ,可 以 推 


广 到 R 的 一 般 子 集 E 上 . 
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定义 2.10 设 巨 是 直线 R 上 的 点 集 ,f(x) 是 定义 在 上 的 
函数 ( 即 /:E 一 R 或 C).zoE 巨 ,如 果 对 任意 给 定 的 es>0, 存 在 9 
>0, 当 xEE, 且 |z 一 xol<65 时 ,就 有 |/(x)--f/(zxo)|<e 成立， 
则 称 函数 f(x) 在 xo 处 连续 . 如果 f(z) 在 巨 中 每 一 点 都 连续 , 那 
么 称 /(xz) 在 集 E 上 连续 . 

下 面 的 定理 表明 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 很 多 性 质 , 也 可 以 推 
广 到 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 上 去 . 

定理 2.16 设 EE 是 R 中 有 界 闭 集 ,f 是 定义 在 E 上 的 实 值 
连续 函数 , 则 f 在 集 E 上 必 有 界 , 并 且 能 取得 它 的 最 大 值 与 最 小 
值 . 

函数 f 在 一 点 xo 连续 是 局 部 定义 的 , 即 对 Ye>0, 可 找到 一 
个 85>0, 使 |x 一 zol<5 且 xEE 时 ,|f(z)--f(zo)|<e, 此 处 的 
6 不 仅 与 有 关 , 通 常 也 与 x。 有 关 , 即 对 同一 个 s, 当 zo 在 内 
变化 时 ,6 也 要 随 着 变化 ,因此 6 可 看 成 e 与 xo 的 函数 , 记 作 
6(e, xo). 

如 果 对 于 EE 中 的 所 有 点 ,能 求 出 一 个 公共 的 8, 即 仅 与 6。 有 
关 的 6(e), 使 | f(x) 一 f(zxo)|<e 成立 ,那么 就 说 f 在 E 上 是 一 
致 连续 的 ,具体 定义 如 下 . 

定义 2.11 设 f:E 一 R( 或 C)(ECR), 如 果 对 于 Ve>0, 都 
能 找到 5=65(e)>0(6(e) 与 xz 无 关 ), 使 得 对 Vx,x;EE, 只 要 
zi 一 x2|<6, 就 有 |f(z1) 一 /(x;)|<e 成 立 , 则 称 了 在 集 E 上 
一 致 连续 . 

在 E 上 的 连续 性 与 一 致 连续 性 是 两 个 不 同 的 概念 ,前 者 只 
要 求 对 于 EE 中 各 点 能 分 别 找到 适合 不 等 式 | f(x)- f(zxo)|<e 
的 6(e ,zo) 就 行 了 , 它 描述 的 是 函数 在 各 点 的 局 部 性 态 ;而 后 者 则 
要 求 对 Ve >0, 对 于 玉 中 的 所 有 点 ,能 找到 共同 的 8(e), 它 描述 
了 函数 f 在 集合 EE 上 的 整体 性 态 . 由 定义 可 知 ,如 果 了 在 E 上 一 
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臻 连续 , 则 它 在 已 上 连续 ,但 其 道 一 般 不 成 立 . 
例 2.9 设 /(z)= 寺 ,已 = (0,1), 则 了 在 已 上 连续 ,但 不 一 


致 连续 . 

证 由 高 等 数学 知识 易 知 F(z) 在 下 上 连续 . 

下 面 采用 反 证 法 证 明 三 在 已 上 不 是 一 致 连续 的 .假设 f 在 EE 
上 一 致 连续 , 则 对 eo = 1, 必 存在 6(eo)>0, 使 对 Vz,x;E€ 
(0,1), 只 要 1x 一 zx;|<6(eo), 就 有 | f(zi)-f(x,)|<1. 取 自然 


数 丸 充分 大 ,使 上 <6(eo), 取 x = 二 ,zs= 翅 , 则 zi,z2EE 且 
n n n 


|x 一 zx2|= 示 <6(eo), 此 时 应 有 |f(z1) 一 /(zs)1<eo=1, 但 


n 

[f(z1) -f(x2)|=|n-2n| = 之 1, 矛 盾 . 故 /在 E 上 不 是 一 致 
连续 的 . 

由 例 2.9 的 证 明 可 看 出 :要 证 明 函 数 f 在 EE 上 不 是 一 致 连续 
的 ,只 需 证 明 存 在 常数 se >0 及 EE 中 两 个 点 列 {z, | 与 1y, | ,满足 
lim(z, ~ y,)=0, 人 | f(z,)- f(y,) leo(n =1,2,…). 

例 2.10 设 F(z)=z,E=(-co,+oco), 证 明了 在 已 上 连 
续 但 不 一 致 连续 . 

证 由 微 积分 学 中 的 结论 ,函数 /(x)=xz? 在 (- co,+oco) 上 


连续 .对 eo= 1, 取 z= nt ly, =n (n=1,2,…), 则 zx,, y, € 


Eln=1,2,) 有 lim(z, — »)= liml =0,1f(z,)- /f(y,)|= 


2 
(a + 二 ) —n? 
致 连续 的 . 
定理 2.17 设 下 是 R 中 有 界 闭 集 ,/ 是 EE 上 的 连续 函数 , 则 
/在 E 上 一 致 连续 . 
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=2+ 二 >1= eo, 故 f(z)=xz 在 E 上 不 是 一 


证 采用 反 证 法 .假设 在 E 上 不 一 致 连续 , 则 必 存 在 某 个 
so>0, 对 任何 6 >>0, 都 能 找到 zx, yE 巨 ,满足 lz-y|<9, 但 
[f(z)- f(y)|>eo. 


特别 ,对 6, = 二 (n=1,2,…), 都 存在 z, ,y,E EE, 满足 |z, - 


|< 二 ,但 |/(z,) 一 f(y,)1 之 eo(n=1,2,…), 于 是 得 玉 中 两 个 


点 列 j zj ,fu 上 .由 巨 有 界 知 1.c,| 有 界 ,由 列 紧 性 定理 知 |z, | 有 
收 合子 列 |z,。 | , 设 zx， 习 zo(k 一 oo), 由 是 闭 集 知 xoE 玉 . 因 


[5 一 y1< 直 0(k 一 00), 帮 yzo. 由 /在 zo 处 连续 易 知 


limf(z,)= limf(y,, )= f(zxo), 这 与 | f(x, ) - f(y ) | 之 eo 
(k= 二 1,2,…) 相 矛盾 ,从 而 /在 忆 上 一 致 连续 . 

设 |f,(z)| 是 定义 在 点 集 玉 CR 上 的 一 个 函数 序列 .对 于 玉 
中 每 一 个 固定 的 点 zx, | f(z) 是 一 个 数列 ,如 果 它 是 收敛 的 数列 ， 
即 收敛 到 一 个 数 , 则 此 极限 值 依赖 于 z, 记 为 F(z). 如果 对 下 中 
每 个 点 x, 数列 | f(z 首都 收敛 , 则 在 上 定义 了 一 个 函数 F(z )， 
称 {f,《z 半 在 玉 上 处 处 收 僵 于 f(z), 并 称 /(z) 是 函数 序列 
{f,(z 首 的 极限 函数 , 记 作 

limf,(z)= f(z) (VrEE). 
用 “e -N" 说 法 是 : 

VXIEE, 对 Ve>0,I3jN(e,zx)EN, 当 n>N(e,z) 时 ,就 有 
[f(z)-f(zx)|<e. 

这 里 的 N(e,z) 不 但 与 。 有 关 , 通 常 与 点 x 也 有 关 . 当 工 不 
同时 ,对 同一 个 。, 需 要 找到 的 N 也 可 能 不 同 ,如 果 对 于 中 的 所 
有 点 z ,都 能 找到 一 个 公共 的 N(s)( 它 仅 与 es 有 关 ) 使 n>N(e) 
时 ,| f(z)-f(z)|<e 对 一 切 xEE 和 恒 成 立 ,那么 就 称 {f, (x)| 
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在 玉 上 一 致 收 化 于 f(x), 具 体 定义 如 下 : 
定义 2.12 设 {f,(z)i 是 定义 在 点 集 ECR 上 的 一 个 函数 
序列 ,如 果 存 在 玉 上 的 一 个 函数 /(x), 对 于 Ve>0, 存 在 N(e)E 
N, 只 要 n>>N(e), 不 等 式 . 
IC2)=/(7z) Ce 
对 一 切 x EE 成 立 ,就 称 | 了, (zx) 在 下 上 一 致 收 钱 于 f(z), f(x) 
称 为 {/, (xz) 的 一 致 收敛 极限, 记 作 f(x) 地 f(x) (7 一 co， 
rEE). 
显然 ,车 |/, (zx) 在 玉 上 一 致 收 合 于 /(z), 则 {f(z)| 必 在 
EE 上 处 处 收敛 于 f(xz). 反 过 来 结论 不 真 . 
例 2.11 设 函数 序列 f(z)=x",xEE=[0,1], 易 知 
， . ,10， 当 0<zr<1l, 
PO 
所 以 极限 函数 
当 0 委 z<1， 
当 z=1. 
{ 廊 (z)i 在 吾 上 处 处 收敛 于 FAz) ,但 不 是 一 致 收敛 于 f(x). 


0， 
AD- 


昌吉 
事实 上 , 取 eo= 二 , 则 对 于 Vn 之 1, z= 3) EL0,1], f(z,) 


=0, 但 154(z) 一 f(z,)1= | 二 -0| >es 故 1/,(z)| 在 [0,1] 


上 不 一 致 收敛 .注意 到 每 个 /, (x)=x" 在 [0,1] 都 是 连续 函数 ,但 
极限 函数 f(z) 却 在 z=1 处 不 连续 ,因此 在 [0,1] 上 不 连续 . 
一 致 收敛 的 函数 序列 有 很 多 重要 性 质 ,下 面 介绍 其 中 最 常用 
的 两 条 . 
定理 2.18 设 { 太 (zz)} 是 巨 上 连续 函数 列 , 且 在 已 上 一 致 收 
伍 于 /(z), 则 极限 函数 /(>) 也 在 下 上 连续 . 
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证 对 VY.roEE, 需 证 /(x) 在 xo 处 连续 .由 已 知 条 件 , 对 
Ve>0,3N=N(e)EN, 使 得 当 nw>N 时 ,对 每 个 zEE, 都 有 


|f, (x) -7(z)1< 与 ,特别 有 Ce) fy (x)! RR [fyi ro) 


一 /(zo)1< 生 成 立 .又 因 :Crz) 在 下 上 连续 , 故 对 x,EE,36 
>0, 使 得 当 XEE 且 |z To | <6 时 ， | fui (zx) 一 + (zo) | < 
三 ,从 而 当 zE 忆 且 |z- zol<3 时 ,有 
[f(z)- Azo) 委 |ACz)- ATGCz) 十 fy- (xz)— fnri(zo)| 
+ [furi(ro)— /fro)] 
3 € 
全， 
故 F(z) 在 zo 连续 . 
本 定理 表明 ,一 致 收敛 性 能 将 函数 列 | 记 (zz)} 中 各 函数 的 连 
续 性 传递 给 极限 函数 /(xz). 
定理 2.19 设 {f, (zx)| 是 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 列 ,车 
和 f(z) 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 于 Acz), 则 
站 rodz 兰 tim | /, (x)dx 
或 写成 
| Clim (a) Jar = lim | /C2)dz. 
证 ”由 定理 2.18, 极 限 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,因此 
f(x) 在 [a,b] 上 可 积 .因为 
[CA 
已 知 {f(x)| 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 f(z), 故 对 Ye >0,I3N(e)€ 


N, 当 nn > N(e) 时 ,对 一 切 x EE, 都 有 ; f(z) -f(zx)1< 


E 
b-a’ 
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Mn > N(e) 时 ,| /dr -| (ze)dz| < 有 dz=e， 


所 以 
人 raaz 营 lim | 六 (z)dz. 


本 定理 表明 ,在 一 致 收敛 的 条 件 下 , 求 极 限 与 求 积分 可 以 交换 
次 序 .最 后 ,我 们 不 加 证 明 地 介绍 Weierstrass 多 项 式 逼 近 定 理 . 

定理 2.20 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 则 必 存 在 多 项 式 序 列 
|P,(z)j ,使 {1P,(z)| 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 f(z). 


习 题 1.2 


1. 设 a 是 数 集 A 的 上 确 界 ,证明 A 中 必 有 数列 | xz, } ,使 得 lim z 二 人 

2. 设 A.BCR, 记 A+B= lat+bla€ A,bE Bi, 证 明 sup(A + B) 
= supA + supB,inf(A + B) = infA + infB. 

3. 设 iz,!, |y,|} 是 实数 例 ,证 明 supiz。 + 多 入 supfzv | 十 supl yn |; 
in 人 | 十 inf|y, | Sinflz, + yn | .举例 说 明 等 号 不 一 定 成 立 , 这 与 第 2 题 有 何 
不 同 ? 

4. 用 区 间 套 定理 证 明 : 若 函数 F(z) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ,并 且 F(a) ， 
f(b) < 0, 则 f(x) 在 [a,6b] 内 至 少 有 一 个 零点 . 

5. 设 f(x) 是 直线 R 上 的 连续 函数 ,a 为 一 常数 ,证 明 jz | f(x)>al 是 
开 集 ,而 {z | FA(z) 之 al 是 闭 集 . 

6. 设 G C R ,证明 G 为 开 集 的 充 要 条 件 是 G = G. 

7. 试 证 才 是 包含 在 E 中 的 最 大 开 集 ,而 EE 是 包含 E 的 最 小 闭 集 . 

8. 设 EE CR, 证 明 已 是 闭 集 . 

9. 设 /:E 一 R,E =(0,+%),/(z)= V1+x, 问 /在 E 上 是 否 一 臻 
连续 ? 

10. 设 函 数 /(z) 的 导数 f(z) 在 R 上 有 界 ,证 明 /(x) 在 R 上 一 致 连 
续 . 

11. 设 1f (xz) 是 [a,5] 上 可 导 函 数列 ,处 处 收敛 于 f(x), 且 f, (zx) 在 
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[a,b] 上 连续 (nn = 1,2,…),|f/,(x)| 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 g(z) ,证明 
f(x) = g(x). 

12. 设 {f, (x)1 是 定义 在 ECR 上 的 水 数列 , 1/,(z)| 在 EE 上 收敛 于 
f(x). 证 明 {f,(x)! 在 EE 上 一 致 收敛 于 f(x) 的 充 要 条 件 是 ,对 Ye > 0， 
3N(e) EN, 当 n,m > N(e) 时 ,对 一 切 .x € FFE, 都 有 

1 f(x)- fu(x)!< e. 


13. 设 级 数 和 ws (z) 的 通 项 在 上 满足 不 等 式 | u(x) | 坟 c,(n=1， 
2 一) ,而 数 项 级 数 Se。 收 人 ,证 明 级 数 w(x) 在 巨 上 一 致 收 伍 , 即 部 分 
和 序列 S, (+) = Puls) 在 EE 上 一 致 收 化 

14. 设 14, (x)| 是 [4,6] 上 连续 函数 列 ,级 数 S) w(x) 在 [a,6] 上 一 到 
收 估 于 S(z), 证 明 S(x) 在 [a,b] 上 可 积 ,有 | SCrdr = S|, (x)dz 

1s. 设 汪 w() 在 [a.6] 上 收 六 于 S(x) ,u(x) 在 [a,b] 上 有 连续 的 


导数 (zx) (n= 1,2…), 若 > xs(z) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 o(x), 证 
明 S(z) = c(z), 即 


Et) = S Eu (x) 
$3 可 测 集 与 可 测 函 数 


$3.1 直线 上 集合 的 勒 贝 格 测度 


测度 概念 是 长 度 、 面 积 及 体积 概念 的 推广 . 本 节 介 绍 直 线 上 点 
集 的 一 种 重要 的 测度 勒 幢 格 (Lebesgue) 测度 ,并 介绍 其 性 
质 . 
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我 们 将 有 限 开 区 间 (a ,6) 的 长 度 6 - a 称 为 它 的 测度 , 记 作 
m(a,b). 
定义 3.1 设 GCR,G 是 有 界 开 集 .定义 G 的 测度 为 它 的 
一 切 构成 区 间 的 长 度 之 和 , 也 就 是 说 , 车 G = 以 (a,B), 其 中 
(ai,B) 是 G 的 构成 区 间 , 则 G 的 测度 定义 为 
mG = SB. ps 


如 果 G 的 构成 区 间 是 可 数 多 个 ,上 式 右边 是 无 穷 级 数 ,由 于 
G 有 界 , 故 存在 开 区 间 (a,65) 使 G CC(a,b), 对 于 任何 nn, 有 


U l(a,B) CC (a,b), 


k=1 
从 而 有 >)( 及 -ao) 委 0-a， 
| 
令 n 一 0%, 得 
mG = D8. -al) 二 0 一 a<+oco. 
t=1 


这 表明 无 穷 级 数 收敛 ,定义 3.1 是 有 意义 的 . 

在 讨论 闭 集 的 测度 之 前 ,我 们 先 讨论 闭 集 的 结构 . 对 闭 集 下 ， 
若 有 闭 区 间 [a ,0 ,使 下 CT[ae,o], 且 oa,oE 下, 则 称 [a,6b] 为 含 
有 下 的 最 小 闭 区 间 . 

引 理 3.1 非 空 有 界 闭 集 下 ,车 不 是 闭 区 间 , 就 是 含有 它 的 最 
小 闭 区 间 除 去 一 个 非 空 开 集 . 

证 由 已 有 界 及 确 界 存在 定理 知 玉 的 上 、 下 确 界 均 存 在 . 令 v 
= infP ,8 = supF. 由 下 是 闭 集 易 证 a、BE 下 .显然 FC[a,B] 且 
[a,B] 为 含有 下 的 最 小 闭 区 间 . 若 下 关 [a,B], 因 FF“ 是 开 集 , 故 
[a,B]\F = (a,B)\F = (a,B) 站 FE: 是 非 空 开 集 , 记 G = [a， 
Bj\F, 于 是 F = [a,B]\([a,B]\F)= [c,8]\G. 

定义 3.2 设 下 为 非 空 有 界 闭 集 ,[a,B8] 为 含有 它 的 最 小 闭 
区 间 , 则 因 下 = [a,B]\ G( 其 中 G = [a,B] \ 下 为 一 开 集 ), 我 们 
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定义 (8 - a) - mG 为 闭 集 F 的 测度 , 即 
mF = (B~-a)~- mG. 
例 3.1 证 明 有 限 集 下 = 1a,,a,,…,a,| 的 测度 是 0. 
证 不 妨 a <a <…<a. 含 巨 的 最 小 闭 区 间 为 [ai ， 


a,],G ea [ai,a,]—E =U aa ), mG a HD a, — a) 学 
an — Qi1; 所 以 mE = (a, -al)- mG = 0. 
例 3.2 讨论 例 2.8 中 Cantor 集 Pu 的 测度 . 
解 显然 含 Po 的 最 小 闭 区 间 为 [0,11, 且 Pu = [0,1]\G,， 
二 也 1 2 7 8 
其 中 G = (寺村 )U ( 寺 , 儿 ju (可 号 )U 


Sy NO Ms 2 
mG=3+ 有 + 有 t+tFTt" 1, 


故 mPo = (1-0)-mG=1-1=0. 
我 们 知道 ,R 中 存在 着 大 量 的 既 不 开 也 不 闭 的 集合 ,例如 有 
理 数 集 0 等 等 ,怎样 定义 这 些 集合 的 测度 呢 ? 回 忆 圆 的 面积 S 的 
定义 方法 : 设 圆 外 切 正 ” 边 形 面积 为 4, ,内 接 正 n 边 形 面 积 为 B, ， 
则 B, < S < 4,. 我 们 不 妨 称 lim B。( 即 supB, ) 为 圆 的 内 面积 S,， 
称 limA,( 即 infA, ) 为 圆 的 外 面积 S" . 因 S”= S. ,所 以 我 们 说 
圆 是 有 面积 的 ,其 面积 值 S = S” = S, .与 此 相仿 ,我 们 可 用 计算 
“外 长 度 ”与 “内 长 度 ” 的 办 法 来 定义 R 中 点 集 的 测度 . 
定义 3. 3 设 EECR 为 有 界 集 ,定义 EE 的 外 测度 m" 为 
m= inffmG 1ECG,G 为 开 集 }. 
定义 下 的 内 测度 m .下 为 
m,F = suplmF | 下 CE,F 为 闭 集 }. 
由 玉 有 界 及 确 界 存在 定理 知 ,对 任意 有 界 集 巨 ,其 内 、 外 测度 均 存 
在 . 设 下 .G 分 别 是 满足 斑 忆 ECG 的 闭 集 与 开 集 , 生 设 FF= [a， 
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人 -Gu,9] 是 含有 下 的 最 小 闭 区 间 . 由 下: fa.8]-GocSG 
知 [a,B8]CGUG,, 从 而 8 一 2 入 mC 720， 即 FF = (8~a) 
一 mGo 过 mG .于 是 
m= supimF ;下 二 EE,F 为 闭 集 ! 过 mG， 
即 mG 宇 识 . 忆 , 从 而 inflmG 1 已 二 G,G 为 开 集 | 三 m,E, 即 
m.F<m'E. 
定义 3.4 设 天 为 直线 上 的 有 界 点 集 , 若 mm,E= 7 下， 
则 称 玉 为 勒 贝 格 可 测 集 ,简称 为 可 测 集 (或 可 测 集 ). 定 义 m' 
或 区, 为 E 的 勒 贝 格 测度 ,简称 为 E 的 L 测度 , 记 作 mE, 即 
mE=m,E=m"E. 
车 ,EE < m'E, 则 称 巨 是 不 可 测 集 . 
例 3.3 设 G 是 R 中 有 和 界 开 集 , 讨 论 G 的 可 测 性 . 


解 ” 设 G = 山 (a,b%), 其 中 (a ,b) 是 G 的 构成 区 间 , 显 然 
mn"G = 了 (br -a). 在 (a,b) 内 作 闭 区 间 [ a + 友 ,b. - 套 ] 
不 =】 
(: > 0 充分 小 使 && 一 a - 斑 + >0), 则 闭 集 ,= 凯 [a + 喜 ， 
br -去 jcc, 昌 
mp, = (bh -a AA) 
k=1 < 


= Db -ea)-2e(1- 云 ). 


于 对 任意 团 集 FC G, 六 (六 - a1) 三 mF, 由 上 式 及 。 的 任意 
k=] 


性 知 马 (6 - au ) 是 lmF 1 FC G,F 为 闭 集 的 上 确 界 , 即 m.G 
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= Si(b a) = m'G. 故 G 是 勒 贝 格 可 测 集 , 且 m.G = 


当 G = 局 (o 名) 时 ,( 此 处 (at ,6 ) 是 G 的 构成 区 间 ), 由 于 
级 数 立 (6 - ar ) 收 货 , 由 级 数 收 全 的 Cauchy 准 则 知 ,对 Ve>0, 
3NE N, 使 总 (b -oi) 之 。, 与 上 面 类 似 , 信 
则 Fw 是 包含 在 G 中 的 闭 集 ， 

mFy = De ~ a) ~2e(1 - 恋 


ed Do — ax) -2 (1 -去 )- > (b — ax) 
k=1 - 


Wn 


同样 可 知 mw.G= mm*G= mG = 2 (Bb -as). 


我 们 还 可 证 明 R 中 的 任意 有 界 闭 集 开 是 勒 贝 格 可 测 集 ,mm ,下 
= 7 下 = mF. 

由 例 3.3 知 ,对 有 界 开 集 ,其 勒 贝 格 测度 与 前 面 所 定义 的 测度 
是 一 致 的 ,同样 ,可 证 对 有 界 闭 集 两 种 定义 也 是 一 致 的 ,特别 对 于 
有 限 开 区 间或 闲 区 间 , 其 勒 贝 格 测度 就 是 区 间 的 长 度 ,读者 可 证 
明 , 对 任 一 有 限 区 间 也 有 相同 的 结论 . 

例 3.4 设 巨 是 [0,1] 中 的 有 理 数组 成 的 集 ,讨论 下 的 可 测 
性 . 

解 ” 因 是 可 数 集 ,可 设 EE= jal,as,a3,…|. 对 Ve>0， 
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作 开 区 间 | 一 二 ,ai ++ 太 本 记 Ge =Ule 一 二 qi + 夯 j, 则 
G 是 包含 尼 的 开 集 , li mG 之 站 二 = 2e， (注意 ， 


(a 各,w + 二)] 不 一 定 十 CG. 的 构成 区 间 , 它 们 中 有 些 是 相交 
去 -三 二 二 让 所 <a,+ 三 , 则 7) | | ci ee 


一 € 和 E € 
A m (a = + 二 )+ mla— :a + 喜 ) ,由 


m 


此 可 推 知 , 基 天 是 一 列 开 区 间 , 则 ml Ul )< Nml). 


pe 
于 是 mF< MC S28 
因为 
0<m,.Emn’'E<2e, 
所 以 由 8 的 任意 性 知 六 ,下 = mE=0, 故 E 起 可 测 集 , 且 mE = 
0. 
仿 本 例 可 证 :任意 有 界 可 数 集 都 是 测度 为 0 的 可 测 集 .但 测度 
为 0 的 集 不 一 定 是 可 数 的 ,例如 Cantor 集 Pu. 
上 面 介 绍 了 直线 上 的 有 界 点 集 的 测度 概念 ,现在 将 它 推广 到 
无 界 点 集 上 去 . 
定义 3.5 设 巨 是 R 中 的 无 界 点 集 , 若 玉 与 任何 开 区 间 的 交 
是 可 测 集 , 则 称 EE 为 可 测 集 , 并 且 定 义 EE 的 测度 为 
mE = limm((~ n,n) NN E). 
注意 ,无 界 集 的 测度 可 以 是 有 限 数 ,也 可 以 是 + co. 
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一 般 我 们 提 到 可 测 集 , 婚 指 wE < ; ee .又 指 mE =+ %. 若 
mE < 之 + co, 则 称 巨 为 有 限 可 测 集 . 我 们 定义 空 集 @O 的 测度 为 0, 即 
m(0) = 0. 

定理 3.1 可 测 集 的 测度 具有 如 下 性 质 

(1) m(O0) = 0; 

(2) 非 负 性 : 设 为 可 测 集 , 则 (EE) 三 

(3) 可 列 可 加 性 : 设 E(i = 1,2.…) 是 - i 五 MN 

= O(i 关门 , 则 UE, 是 可 测 集 , 且 


m( UE, a DE. 


定理 3.1 中 的 结论 在 直观 上 上 志 足 容易 接受 的 ,我们 略 去 较为 复 
杂 的 证 明 

例 3.5 R 是 可 测 集 ,年 m%R = + ca. 因 对 任意 开 集 G,RnCG 
= G 是 可 测 集 , 且 RN (n,n)=(- nn) ,limm(R NM (~-2, 
n))= limm(-— 7 ,71 ) = lim27 = + 00. 有理数 集 O 是 可 测 集 , 且 


mQ = 0. 可 设 @ = rr = lm 是 可 测 集中 
mir} = ee NN in| = O(4 关 站 . 故 Q 是 可 测 集 , 征 7mQ@ = 
m( Ul)= Si 
| 
定理 3.2 ”可 测 集 及 测度 具有 如 下 性 质 : 
(1) 有 限 可 加 性 : 设 E(i = 1,2,…,) 是 可 测 集 , 且 E; NN EE 


= 0O(i 关 站, 则 UE, 是 可 测 集 ,是 m(UE)= 六 Ym(E ); 
(2) 单调 性 : 设 天 , ,下 是 可 测 集 ,有 征 El CE, . 则 Es\E, 是 可 
测 集 , 且 mxE) 二 mxzE;; 车 mE, <+ co, 则 m(E,\E)= mE,— 


mE,; 
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(3) 设 E1,E; 是 可 测 集 , 则 EE, FE; ,Ei 门 E: ,EN E; 都 是 可 
测 集 ; 

(4) 设 E(k = 1,2,…) 是 一 列 可 测 集 , 则 U E, , 门 ,Es 也 是 
可 测 集 ; 

(5) 半 可 加 性 : 设 E(k = 1,2,…) 是 一 列 可 测 集 , 则 

m(UE)< Si mE,; 

(6) 设 E(k = 1,2,…) 是 一 列 可 测 集 , 且 满 足 E CC Ei 
(k=1,2,.), 则 Nm(U E)= limmE,; 

(7) 设 E(k = 1,2,…) 是 一 列 可 测 集 , 且 满足 E. 字 El 
(k= 142) ma(ED <+ %, 则 Nm( DE)= lmmE,. 

关于 定理 的 证 明 ,在 此 略 去 . 

例 3.6 由 测度 的 定义 , 凡 外 测度 为 零 的 集 都 是 可 测 集 , 其 测 
度 为 零 , 称 为 零 测 集 . 零 测 集 的 任 一 子 集 的 外 测度 为 零 , 故 也 是 零 
测 集 . 由 定理 3.1 之 (3) 及 定理 3.2 之 (1),(5) 知 有 限 个 或 可 数 个 
零 测 集 的 并 仍 为 零 测 集 . 

例 3.7 设 EE 是 R 中 全 体 无 理 数 集 :E = R\ Q. 由 定理 3.2 
之 (2),EE 为 可 测 集 , 且 mm (下 ) = mmR - mmQ =+co-0=+oco, 即 
EE 的 测度 是 + co . 同 理 可 知 ,[0,1] 中 全 体 无 理 数 集 的 测度 为 1. 

定义 3.6 ”对 开 集 及 闭 集 进行 至 多 可 数 次 的 交 、 并 运算 所 得 
到 的 集 , 称 为 波 雷 尔 (Borel) 集 . 

由 定理 3.1 及 3.2 知 , 凡 波 雷 尔 集 都 是 工 可 测 集 . 若 集合 G 可 
表示 为 可 数 个 开 集 的 交集 , 则 称 G 为 Gs 型 集 ; 若 集合 下 可 表示 为 
可 数 个 闭 集 的 并 集 , 则 称 下 为 F。 型 集 . G; 型 集 及 F, 型 集 显 然 是 波 
雷 尔 集 ,从 而 是 工 可 测 集 . 由 此 可 见 , 可 测 集 类 是 相当 广泛 的 集 
类 ,我 们 通常 磁 到 的 集合 大 多 数 是 L 可 测 集 .但 是 ,人 们 确实 发 现 
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了 不 是 工 可 测 集 的 例 了 .出 八 现 了 有 些 集 旺 1. 可 测 集 但 不 是 波 雷 
尔 集 , 由 于 它们 的 构造 较 复杂 .在 此 从 上 略 . 


$3.2 ”可 测 函 数 及 其 性 质 


本 段 介绍 一 类 重要 的 师 获 一 一 可 测 函 数 . 除 特殊 声明 外 ,本 
段 中 所 论 的 可 测 集 均 指 R 中 勒 贝 格 可 测 集 ( 有 界 或 无 界 ), 所 论 淆 
数 f 均 指 实 哨 数 (其 值 可 以 为 区) ,车 / 均 到 有 限 值 , 则 称 六 为 有 
限 值 函数 . 

定义 3.7 设 巨 是 可 测 集 ,f 是 定义 在 上 的 实 函 数 ,如 果 对 
任何 有 限 实数 a ,集合 

E(f >a)=iri/(xr)>a,r EE| 
都 是 可 测 集 , 则 称 /是 玉 上 的 勒 贝 格 可 测 函 数 ,简称 为 可 测 函 数 ， 
或 者 称 f 在 E 上 可 测 . 

定理 3.3 ” 设 /是 定义 在 可 测 集 已 上 的 实 函数 ,以 下 条 件 之 
一 都 是 太 在 下 上 可 测 的 充 要 条 件 : 

〈1) 对 任何 有 限 实数 a,E(f/ 宇 a)= 和 zz) 志 azE 玉 | 
都 是 可 测 集 ; 

(2) 对 任何 有 限 实数 a,E(f<a)= {x f(x)<u,r€EE| 
都 是 可 测 集 ; 

(3) 对 任何 有 限 实数 a,E(f 坟 a)= jr! f(x)<a,z€E| 
都 是 可 测 集 ; 

(4) 对 任何 有 限 实数 a,bla < 5b),E(axf<6b)= zla 
忒 /(z) < b,x EE| 都 是 可 测 集 (此 处 充分 性 要 假定 | f(z)1< 


+ oo ). 


证 (1) 由 于 E(CAa) -ME(/>a 让), 故 当 / 可 测 


时 ,E(/ > 志 ) 是 可 测 集 ,其 可 数 交 E( 太 3> a) 是 可 测 集 . 反 
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之 ,由 于 EC/ > a) = 已 E{ />>a+ 革 ), 当 条 件 (1) 成 立时 ， 


本 
E{7>。 + 二 ) 是 可 测 集 , 其 可 数 并 E(/ > a) 是 可 测 集 ,由 定义 


知 f 在 E 上 可 测 . 

(2) 由 E(f<a)=E\E(f2a),E(f>a)=E\E(f< 
a). 故 EE(f 宇 a) 是 可 测 集 的 充 要 条 件 是 EE(f < a) 是 可 测 集 , 由 
(1) 知 结论 成 立 . 

(3) 由 E(f<a)=E\E(f>a),E(f>a)=E\E(f< 
a ) 即 知 结论 成 立 . 

(4) 当 f 在 E 上 可 测 时 ,E(a 人 ff<65)=E(f 之 a)\E(f 
宇 5) 是 两 个 可 测 集 的 差 , 故 是 可 测 集 . 反之 , 当 (4) 的 条 件 成 立 
时 , 且 设 | f(zx)1<+%, 则 E(f 之 a) = UE(a Xf<a+n), 
故 E(f 之 a) 是 可 测 集 ,由 (1) 知 f 在 E 上 可 测 . 

推论 3.1 设 /(z) 在 EE 上 可 测 , 则 EE(f = a) 总 是 可 测 集 ， 
不 论 a 是 有 限 实数 或 + co . 

证 由 于 E(f=a)= E(f/ 之 a)\E(f> a), 


E(f =+%) = 由 EU >n), 


E(f =- %) = ME(f <-n), 

据 定理 3.3 及 可 测 集 的 性 质 即 知 结论 成 立 . 

例 3.8 证 明 区 间 [0,1] 上 的 狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 

DY 1， 工 为 [0,1] 中 的 有 理 数 ， 

0， 工 为 [0,1] 中 的 无 理 数 
是 可 测 函 数 . 

证 ”对 任何 实数 a, 由 于 a > 1 时 ,E(D>a)= 9;0<a 志 
1 时 ,E(D 宇 a) = 8 中 [0,1];a 二 0 时 E(D 之 a) = [0,1] 均 
是 可 测 集 ,因此 D(x) 是 [0,1] 上 的 可 测 函数 . 
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例 3.9 设 ECR, 称 


Il, xz EE, 
在 (2 = lo, rE&E 
为 集 下 的 特征 函数 . 与 例 3.8 类 似 ,可 以 证 明 当 下 是 可 测 集 时 ， 
XE(Zz) 是 无 上 的 可 测 函 数 . 


例 3.10 ”定义 在 零 测 集 下 上 的 任何 函数 了 都 是 可 测 的 ,这 是 
因为 E 的 任何 子 集 都 是 可 测 集 .定义 在 可 测 集 EE 上 的 常 值 函 数 / 
是 可 测 函 数 ,事实 上 , 若 设 f(x) = c, 则 对 任何 实数 a， 

0O， 当 c 乏 ao， 
E(f>a)= E, 当 ce>a 
是 可 测 集 . 

定理 3.4” 设 f 是 可 测 集 E 上 的 连续 函数 , 则 f 必 是 EE 上 的 
可 测 函 数 . 

证 设 i1€EE(f>a), 即 zx EE,f(z)>a. 设 e>0 使 
f(x) -ee > 4a. 由 于 f 在 z 处 连续 , 必 存 在 6 >0, 使 y€ EE, 且 
lily-x1<5 时 ,有 1f(y)--f(z)1<e, 即 有 f(y) > f(z)- 
e>a 令 U(rz)= {ylly-zrl<6,yE€ RI, 则 当 y€EEN 
U(xz) 时 ,f(y) > f(z)-e>a, 从 而 yE€ E(f>>a). 于 是 EN 
U(rz)CE(f> a). 对 E(f > a) 中 的 每 个 xz 作 上 述 U(z), 则 
ey E NU(z)]=EN [ NUECE(F> a). 若 令 
G = ce 则 、U(z), 则 G 是 开 集 , 且 王 门 CC ECA> a). 另 一 方 
面 ,E(A> ao)C JU(z) = GE(f >a) CE,E(F>a) 
CENANG, 从 而 E(f >a)= EN G, 由 于 EE,G 都 是 可 测 集 , 故 
E(f > a) 是 可 测 集 ,从 而 f 是 忆 上 的 可 测 函 数 . 

定理 3.4 表明 ,可 测 函 数 是 比 连续 函数 更 广泛 的 一 类 函数 .由 
例 3.8 我 们 知道 ,可 测 函 数 不 一 定 是 连续 函数 . 

定理 3.5 设 f(z),g(z) 都 是 可 测 集 下 上 的 可 测 函数 , 则 
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CT)(E 尼 常 数 )、FCz) + of fn) g(ry, fre(r)(g(r) 
天 0)，F zz) 以 及 1 Fr) ”(P 为 常数 ,P 和 关 - 1 都 足 王 上 的 
可 测 函 数 . 

证 ”我们 只 证 f(x)+ g(x) 是 上 的 可 测 函 数 ,其 余 的 留 给 
读者 自 证 . 

设 ,7，,…,7,，… 是 全 体 有 理 数 , 则 对 任何 实数 ,有 
E(f/+g>a) =U[E(f > rN EC(r>a-r)]. 
事实 上 , 设 1EE(f+g>a), 则 f(x)+g(r)>a, 即 f(x)> 
a - g(x), 据 有 理 数 的 稠密 性 ,存在 有 理 数 x ,使 f(x)>r>a 
-g(x), 因 此 xE€EE(f>r)N 站 El(g >a~-r,), 从 而 E(f+g 
> a) CU[E(f > 7) 由 E(g > a -+r)], 另 一 方面 , 易 证 相反 的 

包含 关系 也 成 立 . 

由 于 /f(x),g(x) 在 上 可 测 , 故 E(f>> +) 与 E(g>a- 
7; ) 是 可 测 集 ,它们 的 交 的 可 数 并 (f+ g > a) 是 可 测 集 ,从 而 
jz)+g(z) 是 下 上 的 可 测 函 数 . 

例 3.11 设 E =UE,, 其 中 EE, 是 互 不 相交 的 可 测 集 (i = 1， 
2,…,n),p(z) 是 定义 在 下 上 的 函数 ,在 每 个 下 上 g(x) 取 常数 
值 c(i = 1,2…，,2), 称 p(z) 是 下 上 的 简单 函数 .利用 集 EE 的 
特征 函数 

{th XE Er 
W(t) yeEE\E 
可 以 将 p(z) 表示 为 p(x) = a XE () .由 于 每 个 特征 函数 都 
是 巨 上 的 可 测 函 数 ,由 定理 3.5 知 p(z) 是 下 上 的 可 测 函数 , 即 简 
单 函数 是 可 测 函 数 . 
例 3.12 设 f(zx) 是 可 测 集 下 上 的 实 函 数 , 令 
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1f(x)， 当 f(z) 宇 0 时 ， 
fF (7)=) 0， 当 /< 时 . 
I- Ce)， 当 rzr) 生 0 时 ， 
1 人) = ) 0， 当 Fr) >0 时 . 

分 别称 f° 与 /为 了 的 正 部 和 负 部 .显然 ,f= 三 -三 ,181= 
+ 所 ; 矿 = 计 (f+111), 广 = 广 (1 1- 由). 由 定理 3.5 知 /在 
玉 上 可 测 的 充 要 条 件 是 它 的 正 、 负 部 在 上 可 测 . 

定义 3.8 设 X 是 一 集合 ,五 是 一 零 测 集 ,如果 某 性 质 PP 在 
XAN\ 五 上 成 立 , 则 称 PP 在 X 上 几乎 处 处 成 立 . 

例如 ,车 E(f 关 g) = {x 1 f(z) 关 g(x),x EI 是 零 测 集 ， 
则 称 f(x) 与 g(xz) 在 点 集 巨 上 几乎 处 处 相等 , 记 作 f= g(a.e.). 
又 如 ,车 (f=+%) = jz1f(z) =+ oo,zx E€ | 是 零 测 集 , 则 
称 f(x) 在 上 几乎 处 处 有 限 . 

例 3.13 设 f 在 E 上 可 测 ,g 是 在 E 上 有 定义 的 一 个 函数 , 且 
f= g(a.e.), 则 g 在 E 上 可 测 . 

证 记 E6 = E(/ 关 g), 则 EE。 是 零 测 集 , 故 g 在 E。 上 可 测 . 
由 于 E\ Eo 是 可 测 集 ,E\ ECCE,f 在 E 上 可 测 ,由 习题 1.3 第 
5 题 知 g = f 在 E\ E。 上 可 测 ,再 由 习题 1.3 第 6 题 知 g 在 E = 
Eo U (E\ Eo) 上 可 测 . 

由 例 3.13 知 , 改 变 函 数 在 某 个 零 测 集 上 的 函数 值 ,其 可 测 性 
不 受 影响 ,如 有 和 需要 ,我 们 有 时 将 改变 函数 在 某 个 零 测 集 上 的 值 . 


$3.3 ”可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 ” 依 测 度 收敛 


由 定理 3.4 我 们 知道 ,可 测 集 已 上 的 连续 函数 一 定 是 可 测 函 
数 .反之 ,一 般 的 可 测 函 数 可 以 说 是 “基本 上 连续 ”的 函数 . 
定理 3.6{( 重 津 Jy3HH) 设 /(z) 是 可 测 集 已 上 的 几乎 处 处 
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有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 6 >0, 存 在 闭 子 集 E; CE, 使 /(x) 在 
E; 上 是 连续 函数 , 且 EN\E:)<6. 存 在 巨 上 的 连续 函数 
g(7), 使 mE(/ 关 g)<<5. 当 !/(.x) 和 之 MM 时, 可取 上 面 的 g(x) 
满足 1g(x) | 之 M 

证 明 咯 . 

鲁 津 定理 使 我 们 对 可 测 函 数 的 结构 有 了 进一步 的 了 解 , 它 揭 
示 了 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 . 在 应 用 上 通过 它 常常 可 以 把 有 
关 的 可 测 孙 数 问题 归结 为 连续 函数 的 问题 ,从 而 得 以 简化 . 

我 们 知道 ,连续 函数 列 的 极限 函数 不 一 定 是 连续 函数 , 换 句 话 
说 ,连续 函数 类 对 极限 运算 不 封闭 ,这 给 分 析 带 来 了 许多 的 不 方 
便 .然而 ,可 测 函 数 却 克服 了 上 述 缺陷 . 设 | (.r)! 是 定义 在 已 上 
的 函数 列 ,/(.x) 是 忆 上 的 函数 ,车 1,(x)| 不 收 全 于 /f(x) 的 点 的 
全 体 是 零 测 集 , 则 称 和 f(x)! 在 下 上 几乎 处 处 收敛 于 /(x), 记 作 
lim/, (x) 三 (x)(a.e.) 或 /(c)~>/(r)(a.e.). 当 if,(x)} 在 
EE 上 处 处 收敛 于 /(x) 时 ,Ac 不 收敛 于 /(x) 的 点 的 全 体 是 
,其 测度 为 零 , 故 [,(x) -> /(.x)(a.e. ) ,下 面 我 们 不 加 证 明 地 和 叙 
述 一 个 可 测 函 数列 的 极限 定理 . 

定理 3.7 设 |/,(z)! 是 可 测 集 玉 上 的 可 测 卫 数列 ,并且 
lim (x) = /(z)(a.e.), 则 极限 函数 /(.x) 也 是 已 上 的 可 测 函 数 ， 

据 定理 3.7, 简 单 函数 列 | go, (xz)| 的 极限 函数 (只 要 是 几乎 处 
处 存在 ) 是 可 测 函 数 ;反之 还 可 证 明 : 可 测 集 上 的 任 一 可 测 函 数 都 
可 以 表示 为 一 个 简单 函数 列 | g(x)} 的 极限 . 

现在 ,我 们 引进 一 种 用 测度 来 描述 函数 列 收敛 的 概念 . 

定义 3.9 设 {f,(z)| 是 可 测 集 E 上 一 列 几 乎 处 处 有 限 的 可 
测 函 数 , 若 存在 已 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 F(z) 满足 :对 Ye 
> 0, 有 limmE(| f, -了 1 之 e) = 0, 则 称 |f, (zx)| 在 EE 上 依 测度 
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收 伍 于 Az) , 记 作 万 (z) 一 ~/(z). 换 句 话说 ,对 Ve>0 及 VB5 
> 0, 存 在 NE N, 当 n > N 时 ,不 等 式 
27 玫 ( ,万 -了 人 el)< 人 

成 立 . 

依 测度 收敛 的 意义 是 : 如 果 事 先 给 了 一 个 表示 偏差 的 正 数 
se ,不论 e 多 么 小 ,使 得 正中 满足 /,(x) 一 /(x) | 之 e 的 点 x 
虽然 可 能 很 多 ,但 这 些 点 .+ 的 全 体 的 测度 随 无 限 增 大 而 趋 于 零 . 

依 测度 收敛 和 我 们 熟知 的 处 处 收敛 或 几乎 处 处 收敛 概念 是 有 
很 大 区 别 的 . 我们 可 举 出 依 测度 收敛 而 处 处 不 收敛 的 函数 列 的 例 
子 .下 面 是 一 个 处 处 收敛 但 不 是 依 测 度 收敛 的 例子 . 

例 3,14 设 巨 = (0, + %), 作 函数 列 : 

. l, x€ (0.n]): 
Cw) = [0 ee Ce (n= 1,2,.…) 

显然 |/,(x)1 在 EE 上 处 处 收 合 于 f(x) = 1. 但 当 0 <e< 1 时， 
E(|lf, -1l 宛 e) = (nn,+ om(n, + oo) = 十 %, limm (x, 
+ ceo) 关 0, 因 此 上 万 (z) 在 玉 上 不 是 依 测度 收 伍 于 f(x) = 1. 

虽然 两 种 收敛 互 不 包含 ,但 它们 之 间 有 着 密切 的 联系 . 例如 ， 
对 可 测 集 巨 加 上 mE <+ co 这 一 限制 条 件 ,就 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.8( 勒 贝 格 Lebesgue) 设 m(F)<+ o,f 和 f,(n = 
1,2,…) 是 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ,如 果 lim/, (zx) = 


f(z)(a.e.), 则 在 E 上 f(x) 一 >/(x). 
证 记 Ao = E(I /i=+ %™), 
A, = E(} f, 1=+ %) (n = 1,2,…), 
B = E(f, 不 收敛 于 /)， 


Q= (UANUB, 


由 题 设 条 件 知 mQ = 0. 
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对 Ve >0, 记 E(e) = E(I 太 -JI 人 e);R,(e) 


= 局 E(e);M = 门 R,(e). 因 [R.(e)| 单调 碱 小 , 且 Ri(e) CC 
EE, 故 mRi(e) <+ oo, 由 定理 3.2 之 (7) 有 limm(R,(e)) = 
m(M). 现 在 证 明 M CCQ. 事实 上 ,车 zx Q, 则 f1(z),f2(z)， 
…, 及 f(z) 都 是 有 限 数 , 且 lim/f, (x) = /(z), 故 存在 n, 使 k 之 
n 时 , | f(z) 一 f(z)1<e, 即 x Ei(e), 因 此 x 人 R,(e), 从 
而 xz & M, 于 是 MCQ. 由 mQ=0 得 m(M) = 0, 即 
limm(R,(e)) =0. 因 E(e) CR,(e),m(E,(e)) < m(R,(e)), 故 


limm(E,(e)) = 0, 这 表明 在 E 上 /,(x) 一 > f(z). 
需 注意 的 是 此 定理 之 逆 并 不 成 立 ,然而 我 们 有 下 面 的 黎 斯 定理 . 


定理 3.9( 黎 斯 Riesz) 设 在 E 上 f,(x) 一 > 了 (zx), 则 存在 子 
列 {fs (Zz)} 在 五 上 几乎 处 处 收敛 于 F(z). 

最 后 ,我们 指出 几乎 处 处 收敛 与 一 致 收敛 的 关系 :一 致 收敛 当 
然 是 几乎 处 处 收敛 的 , 但 反之 则 不 然 , 例如 例 2.11 中 的 序列 
f(z) = zx" 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 ,但 是 只 要 从 [0,1] 的 右 端 去 掉 
任意 小 的 一 段 成 为 [0,1 - 8], 则 f(z) 在 其 上 就 一 致 收敛 了 . 

定理 3.10( 叶 果 洛 夫 ETOPOB) 设 mE <+%,|f,(z)} 是 
上 一 列 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 . 如 果 |f,(z)} 在 玉 上 几乎 
处 处 收敛 于 实 值 可 测 函 数 f(x), 则 对 任意 6 > 0, 存 在 可 测 集 EE， 
CE, 使 {f(z)| 在 E 上 一 致 收 合 于 f(z), 且 m(E\E,)<5. 

叶 果 洛 夫 定 理 告 诉 我 们 ,满足 定理 条 件 的 函数 列 ,即使 不 一 致 
收敛 ,也 “基本 上 "(去 掉 一 个 测度 可 任意 小 的 集合 后 ) 一 致 收敛 ,我 
们 称 为 近 一 致 收敛 . 基于 此 ,在 许多 场合 它 提供 了 处 理 极限 交换 问 
题 的 有 力 工具 .要 注意 的 是 , 当 mE = + co 时 ,无 定理 中 相应 的 结论 . 

我 们 把 几 种 收敛 性 的 关系 用 下 图 表示 : 
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mE<+o. 


(x) 一 一 (x) (a.e:) 


ETOPOB 


f(r) /1) 


1 万 (z) 中 存在 子 列 /一 f(a.e.) 1 六 Cz)i 近 一 致 收 伍 于 f(z) 


前 面 我 们 讨论 了 实 值 可 测 函 数 ,在 结束 本 节 之 前 ,我 们 把 这 个 
概念 推广 到 复 值 函数 上 去 ,定义 如 下 : 设 下 是 可 测 集 , 函 数 六 已 一 C 
称 为 可 测 函 数 , 当 且 仅 当 它 的 实 部 Ref 及 虚 部 In 都 是 可 测 函 数 . 


习 题 1.3 


1. 设 A、B 是 R 中 有 界 点 集 , 证 明 : 若 mx`*A=0, 则 m*(A UB)= 
m"B. 

2. 设 上, 、E, 是 及 中 的 可 测 集 ,E, C E; ,证 明 mE, < mE,. 

3. 证 明 可 数 个 零 测 集 的 并 与 交 均 为 零 测 集 . 

4. 设 与 EE, 都 是 L 可 测 集 ,证 明 

mE + mE; = m(E, ME;)+ m(E, UE,) 

5. 设 E .FE: 是 上 可 测 集 , 且 玉 , CE,,f 是 E, 上 实 可 测 函 数 ,证 明 f 限 

制 在 E, 上 时 是 E 上 的 可 测 函数 . 


6. 设 巨 = 山 及 ,/ 是 已 上 的 实 函数 , 若 /在 已 (& = 1,2,…) 上 可 测 ,证 
明 /在 E 上 可 测 . 

7. 设 /(z) 与 g(x) 都 是 可 测 集 已 上 的 可 测 函数 ,证 明 E( 广 > g) 是 可 
测 集 . 

8. 设 /(x) 是 定义 在 某 区 间 上 的 单调 函数 ,证 明 /(x) 是 可 测 函数 . 


9. 设 mE<+om, 在 E 上 /,(x) 一 >/(x), 并 且 在 E 上 /,(x)<<g(z)(n 
= 1,2,…) 儿 乎 处 处 成 立 , 试 证 在 上 /f(x) 之 g(x) 几乎 处 处 成 立 . 
47 


§4 ” 勒 贝 格 积分 


§4.1 ” 勒 贝 格 积分 的 定义 


我 们 在 高 等 数学 中 学 过 的 积分 称 为 黎 曼 (Riemann) 积分 ,这 
种 积分 能 解决 很 多 的 理论 与 实际 问题 .但 随 着 科学 技术 的 日 益 发 
展 , 越 来 越 显得 有 很 多 不 足 之 处 . 勒 贝 格 (Lebesgue) 曾 证 明 , 定 义 
在 [a,5] 上 的 有 界 函 数 /f(z) 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 f(z) 在 
[fa,5] 上 几乎 处 处 连续 .因此 , 黎 受 积分 是 适用 于 连续 或 几乎 处 处 
连续 的 函数 的 积分 .这 样 , 如 下 的 狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 
1，z 为 [0,1] 中 的 有 理 数 ， 
0，z 为 [0,1] 中 的 无 理 数 
在 [0,1] 上 就 不 是 黎 曼 可 积 的 .我 们 来 简略 分 析 一 下 D(z ) 不 可 积 
的 原因 . 按 黎 曼 定 积分 的 定义 ,首先 是 对 自 变量 的 积分 区 间作 任意 
分 割 ,将 [a ,5] 分 成 一 些小 区 间 [ zx; ,zx;], 然 后 任 取 & € [zi， 


了 5], 作 乘积 (6 )Ar ;再 作 和 式 > (6 )Ari; 最 后 取 极限 .我 们 


可 想象 到 ,要 想 使 上 述 和 式 的 极限 存在 , 而且 与 分 割 方式 和 & 的 
取 法 无 关 , 就 要 求 函数 在 小 区 间 [x;_, ,zx;] 上 的 函数 值 变化 不 大 ， 
或 者 函数 在 某 点 附近 变化 较 大 ,但 这 样 的 点 所 成 集合 应 是 零 测 集 . 
很 明显 , 狄 利克 雷 函 数 D(z) 不 满足 这 样 的 条 件 .如 果 将 黎 曼 积分 
定义 中 的 对 定义 域 进行 分 割 , 改 为 首先 对 函数 的 值 域 进行 分 割 , 情 
况 就 不 同 了 .我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 4.1 设 瓦 是 工 可 测 集 ,zzE <+ o,f 是 上 的 有 界 可 
测 函 数 , 即 存在 实数 c,d, 使 (EE)C(c,a). 在 [c,d] 中 任 取 一 分 
点 组 


D(z)= 


D: c=y<y<…<w=a. 
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记 4(D)= ax (yx -1),E = E(x /< y) (k=1,2, 
…,n). 由 /是 可 测 函 数 知 E; 是 可 测 集 , 玉 ,,…, EE, 互 不 相交 , 且 


= . 任 取 & 和 :ye 二 甸 过 (k= 1,2,…,n). 作 和 式 


S(D) = > bmE, ， 
k=1 


称 它 为 /在 分 点 组 D 下 的 一 个 和 数 , 如 果 存 在 数 S , 它 满足 如 下 条 
件 :对 任何 e > 0, 总 有 6 > 0, 使 得 对 任何 分 点 组 D, 当 4(D)<5 
时 ,就 有 1S(D)- SI1<*e 便 成 立 , 即 S = ,dimsS(D), 这 时 就 称 
了 在 下 上 是 工 可 积 的 ,并 称 S 是 /在 E 上 的 勒 贝 格 积分 ,简称 为 L 
积分 , 记 作 


S = (LAdz， 
或 S = | fam = [fa)dm. 
有 时 也 简 记 为 fdz, 当 EE = [a,6] 时 ,又 写成 | fdz. 为 区 别 起 


见 , 记 黎 曼 定 积分 为 (R) fdz. 
对 于 分 点 组 D:c = yo<y<…<y,=d, 称 


S(D) -> Ey <f< 次 )， 

S(D) tmE (ye <f/< 入) 
分 别 为 函数 /在 分 点 组 D 下 的 “大 和 数 ”与 “小 和 数 ”. 可 以 证 明 : 当 
4(D) = max(% - yw-i) ~ 0 时 ,“ 大 和 数 "S(D) 与 “小 和 


数 "S(D) 的 极限 都 存在 , 且 二 者 相等 ， 记 为 Jim,S(D) = 
,m3(D) = S. 由 于 yi 声名 声 %%, 得 到 S(D) = DmE, 
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<5 \émE, = S(D) < DymE, = 5(D). 车 令 4(D) 一 0, 便 
k= 
知 im 


! a, SCD) = S. 因 此 得 如 下 定理 . 
定理 4.1 设 mE <+%, 那 么 在 上 定义 的 一 切 有 界 可 测 
函数 三 都 是 二 可 积 的 . 
[0,1] 区 间 上 的 狄 利克 雷 函 数 D(xz) 是 有 界 可 测 孙 数 ,由 定理 
4.1 知 D(x) 在 [0,1] 上 是 工 可 积 的 
下 面 我 们 对 比 一 下 黎 曼 积分 与 勒 贝 格 积分 的 定义 ,这 对 我 们 
理解 新 的 积分 定义 是 有 帮助 的 . 


黎 曼 定 积分 | 勒 贝 格 积分 
/(xz) 是 定义 在 有 限 区 间 [a,5]。”_/(x) 是 定义 在 工 可 测 集 E 上 的 
上 的 有 界 函 数 | 有 界 可 测 函 数 , 且 mE <+ oo 


设 /(E)C (c,d), 在 [c,d] 中 
在 [a,b] 中 任 取 分 点 组 Tia =| 任 取 分 点 组 D: 


WE | c=y <y<*<y,=d. 
记 A(T) = max (nm - x) | 记 4(D) = max (x ~ %-1) 


Am = 必 -aa Ue : 
| 到 = E(x-'</< ¥%),E =UFE 


任 取 扣 E [zivz], 作 乘积 任 取 6 C [wi,x], 作 采 积 


f/(&)Ax, mE 
作 和 式 | 作 和 式 
下 | 四 
S(T)= Dajan | S(D) = SlémE, 
k=1 1 k=1 
取 极 根 取 极限 
dsD= na | ms(D) = fam 
(假定 极限 存在 , 且 与 分 法 了 及 (极限 一 定 存 在 , 且 与 分 法 DD 及 
6 取 法 无 关 ) 后 取 法 无 关 ) 
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通过 比较 可 以 看 出 ,两 种 定义 的 共同 之 处 是 :在 形式 上 都 采 
用 了 “分 割 . 作 乘积 求 和 、 取 极限 " 这 几 个 步骤 ,然而 勒 贝 格 积分 却 
把 定义 在 区 间 [a ,6] 上 的 积分 推广 到 了 可 测 集 已 上 . 在 分 割 时 , 动 
贝 格 积分 是 先 将 函数 的 值 域 [c,d](c = ipff(2),d = sup(/(z)) 
分 割 成 子 区 间 [y., ,x ] ,然后 利用 这 个 分 割 将 定义 域 分 成 个 
互 不 相交 的 可 测 集 E,,E = UE, ,这 样 做 比 黎 受 定 积分 直接 分 害 
定义 域 [a,b] 的 优越 之 处 在 于 :在 E 上 , /(x) 的 变化 不 大 ,yi 
冬 /(z) < ,或 者 说 , 当 各 在 [y1,y4] 上 变动 时 ,乘积 Sm 变 
化 不 大 (只 要 A(D) 充分 小 ); 而 黎 曼 定 积分 中 的 乘积 /(& )Az， 
当 反 在 [zi-1,z] 中 变动 时 ,无 论 1(T) 有 多 小 ,/()Azs 都 有 可 
能 变化 很 大 (例如 狼 利 克 备 函数 D(z)), 这 一 点 是 新 、 旧 积分 的 不 
同 之 处 ， 

由 工 积分 的 定义 ,不 难 推 得 以 下 一 些 熟 知 的 积分 性 质 ,我 们 
略 去 用 定义 进行 的 繁杂 推导 . 

定理 4.2 设 mE <+ co, 刀 8 是 已 上 有 界 可 测 函 数 ,a ,b 为 
常数 , 则 


(1) 若 在 E 上 /二 a, 则 | farm = a:mE; 
(2) (线性 )| (af + bg )dm = a| fdm 十 6| gdm; 
(3) (单调 性 ) 车 在 E 上 f(z) < g(z), 则 | fdm <| sdmi 
(4) (对 积分 域 的 有 限 可 加 性 ) 如 果 五 可 分 解 为 有 限 个 互 不 相 
交 的 可 测 集 已 ,…,E,:E = 岂 E, 则 
| fam = J fam + | /dm 十 … + fdm = Bf am: 


推论 4.1 | mao|<[ LT 
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车 在 E 上 /之 0( 过 0), 则 | /dm >0(<0); 


若 在 E 上 a 过 f 过 46, 则 amE <| fdm < bmE. 
E 


例 4.1 车 mE = 0, 则 上 的 任何 有 界 函 数 的 L 积分 为 零 . 
证 因 mE =0, 故 有 界 函 数 f 在 E 上 可 测 ( 例 3.10), 由 定理 
4.1 知 f 在 E 上 L 可 积 . 设 a 志 f(z) 三 bp (Vx EE), 由 推论 


不 a <| fam 之 bmE, 由 mE = 0 便 得 [fdm = 0. 

例 4.2 设 mE <+%,/,g 是 E 上 的 有 界 可 测 函 数 , 且 /= 
g(a.e. ), 则 | fam 所 | gam. 

证 记 E,= E(f 关 g),E, = E(f = g). 由 条 件 有 mE, = 
0, 由 例 4.1 知 [fdm =|, gdm =0, 在 E, 上 Hz)=g(z), 故 
jy fdm = \ gdm ,两 式 相 加 即 得 结论 

例 4.3 设 mE <+ o,f 在 E 上 有 界 可 测 , 且 在 E 上 ff 之 0， 


如 果 | /dm = 0, 则 /在 E 上 几乎 处 处 为 零 ， 
证 ”对 Ve > 0, 由 有 限 可 加 性 得 


= | fam 竺 | fam + | fam. 
由 f(x) >0 知 | /dm 宇 0, 从 而 0 宇 | /dm ;但 在 EC/ 
>e) 上 f(z) 之 e, 故 0 之 | fdm 之 em(E(/ 之 6)) 之 0， 
由 此 得 到 m(E(f 宇 e)) = 0. 若 取 e = 十 , 则 z{E{7 二))= 
0 (n = 1,2,…), 因 此 E(f > 0) = UE(/ > 。 )} 是 可 数 个 零 测 
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集 的 并 集 ,其 测度 为 零 , 从 而 / = 0(a.e.). 
我 们 可 将 勒 贝 格 积分 的 概念 推广 到 具有 无 穷 测度 值 的 集合 上 
或 无 界 可 测 函 数 的 情形 ,也 就 是 建立 广义 勤 贝 格 积分 的 概念 .下 面 
(1) 无 界 函 数 /(x) 在 具有 有 限 测度 值 的 可 测 集 巨 上 的 L 积 
分 , 即 mE <+ %o,/(xz) 在 下 上 无 界 可 测 . 
首先 ,假设 /(z) 是 下 上 的 非 负 可 测 函 数 , 即 f(x) 宇 0. 令 
jn |/(7), f(x) nn, 
[f(z)}, = fn, f(r)>n. 
容易 证 明 |[ f(x)],| 是 下 上 的 有 界 可 测 函 数列 ,因此 ,对 每 个 ，， 
] [Gz)],dm 都 存在 .又 因为 
[f(x)], 魏 LA(zx)]， 过 “过 [f(z ), ] < bh | 
所 以 极限 lim | [f(zx)],dm 存在 (有 限 或 无 限 ). 如 果 极限 值 是 有 
限 的 , 则 称 f(x) 在 下 上 勒 贝 格 可 积 , 并 且 积分 值 为 
| fa)am 加 | [f(z)],dm. 
如 果 极 限 是 无 限 的 , 则 称 F(z) 在 玉 上 有 积分 . 
其 次 ,取消 f(z) 在 上 非 负 的 限制 .此 时 f= 广 - 广 , 其 中 
广 与 广 分 别 是 /的 正 部 与 负 部 ( 见 例 3.12). 当 /在 E 上 可 测 时 ， 
广 与 广 都 是 下 上 非 负 可 测 函 数 . 若 积分 | 广 dm 与 | 广 dm 不 同 
时 为 + ce , 则 定义 f(z) 在 下 上 的 勒 贝 格 积分 为 
| fam = I dm = dm. 


车 上 式 右 端的 两 个 积分 都 是 有 限 的 , 则 称 f(x) 在 上 勒 贝 格 可 
积 . 
(2) /(z) 在 具有 无 穷 测度 值 的 可 测 集 已 上 的 三 积分 , 即 mE 
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=+ co, 太 在 下 上 可 测 . 
f(z), rEE, 


令 FUz) = 
EC) TEs 
则 F(z) 在 整个 R 上 有 定义 且 可 测 , 并 有 F(z) = F(z) 一 
F(z). 车 对 任何 zaE N,F*(z) 与 F(z) 都 在 1, =[-n,n] 上 
工 可 积 , 且 
lim|, F'(z)dm 与 im| F(zr)dm 
都 存在 (有 限 ), 则 称 f(z) 在 下 上 可 积 , 且 规 定 
| /Cz)am S lim| F'(r)dm 一 lim|, F(z)dm. 

至 此 , 实 值 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 的 推广 工作 已 告 完成 .把 积 
分 的 概念 推广 到 复 值 函 数 是 很 容易 的 . 设 下 为 可 测 集 , f:E 一 C， 
设 f= wu+iv, 其 中 w、v 是 定义 在 E 上 的 实 值 可 测 函 数 ,定义 f 在 
上 的 L 积分 为 

| fam = [udm + :| vdm. 

当 w 和 w 同时 是 上 可 积 的 , 则 称 f 是 L 可 积 的 . 

$4.2 ” 勒 贝 格 积分 的 性 质 


勒 贝 格 积分 除了 具有 类 似 黎 曼 积分 性 质 的 定理 4.2 及 推论 
外 ,还 具有 如 下 几 个 重要 性 质 . 

定理 4.3( 绝 对 可 积 性 ) 设 /(z) 是 可 测 集 已 上 的 可 测 函数 ， 
则 A(z) 在 E 上 L 可 积 的 充 要 条 件 是 1 F(z) | 在 EE 上 L 可 积 ， 
且 有 


J‘)am|<|. 1 f(x) 1 dm. 


证 仅 就 mE <+ oo 的 情况 证 明 . 
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必要 性 ”车 f(x)L 可 积 , 则 
| .7 Cadm <+ = (z)dm <+ ceo， 
而 1f(z)1= [7 (xz)+f (zx), 
故人 7 iam= | Codm + f (xz)dm <+o, 


故 1 f(x) 1 上 L 可 积 . 
充分 性 ” 设 1/(z) 1L 可 积 , 则 由 0 广 (z)!1 f(z)1， 
0 莹 (x) 三 | f(xz)1 易 知 
EF C2 (zlss 
[fF (72)), [f(z) 1 (n= 12…)， 
由 积分 单调 性 ,两 边 积 分 再 取 极 限 得 : 


[7 (zx)dm <| 1 f(x) idm <+coi 
E E 


| 7 Cam< | /lr) dm <+o. 
因而 
[fam = | 7 Codm = | fF Ce)dm 
存在 且 为 有 限 数 , 故 FLz) 在 下 上 L 可 积 .此 时 我 们 还 有 
en fe fo 


<| dm + dm = {fl dm. 
定理 4.4( 绝 对 连续 性 ) ” 设 /(xz) 在 可 测 集 巨 上 L 可 积 , 则 对 
任意 es >0, 必 存在 6 >0, 使 对 五 的 任何 可 测 子 集 e, 只 要 me < 5 
时 ,就 有 


dam | < 


证 由/(x)L 可 积 及 定理 4.3 知 | FJ(z)1 工 可 积 , 而 
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| re) dm = 四 | 07) ,dm， 

故 对 Ye > 0,3NE N, 使 得 
| 1 f(x) 1 dm -| f(x) Jydm 
= .0 /f(z) [1 /f(x) wdm < ef2. 


邻 8= 23" 则 当 e CE 且 me < 6 时， 
[ram|<| | f(z) 1 dm 


= | O06) -1 fz) dm + | [1 f(z) vdm 


Ee 
THN TY 


绝对 连续 性 是 说 , 当 积分 域 的 测度 很 小 时 ,积分 值 也 很 小 . 
定理 4.5( 可 列 可 加 性 ) 设 /(z) 在 可 测 集 EE 上 可 积 ,E 
= UE, EE, 为 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 


readm = Def)am. 
证 ” 仅 就 mE <+% 证 明 . 令 A, = EE - 避 EE, 由 定理 3.2 知 


mA, = mE—-m(UE = mE ~ SmE, 


再 由 定理 3.1,mE = 》) mE , 故 
k=1 
limmA, = lim (mE 一 Sp j= 0. 
es ee 各 
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据 积分 的 有 限 可 加 性 ,有 
| fr)am 一 Ds/ dm 二 J /Ca)am. 
由 积分 的 绝对 连续 性 ， 


lim (| /C2)dm 一 Bef)dm)= ln] ,7(z)dm = 0， 


即 | fr)am = >| f(x)dm. 
E 个 JR 
定理 4.6 设 巨 是 可 测 集 , f(z) 在 EE 上 L 可 积 , 则 对 任何 
e > 0, 必 存在 下 上 的 连续 函数 g(xz), 使 
| LAFCz) -pz)1d <e. 
我 们 略 去 定理 4.6 的 证 明 . 定 理 4.6 表明, 勒 贝 格 可 积 函 数 可 
用 连续 函数 去 允 近 . 
$4.3 ”函数 序列 积分 的 收敛 定理 


本 段 讨论 积分 与 极限 的 交换 次 序 问题 ,我 们 将 看 到 这 个 问题 
在 工 积分 范围 内 得 到 比 在 尺 积分 范围 内 远 为 完满 的 解决 ,这 正 是 
L 积分 的 优越 性 . 本 段 中 的 法 都 引 理 、 勒 维 定理 和 勒 贝 格 控制 收敛 
定理 通常 称 为 勒 贝 格 积分 中 的 三 大 定理 ,它们 在 分 析 数 学 中 有 着 
广泛 的 应 用 .我 们 先 介绍 法 都 引 理 ( 证 明 从 略 ). 

定理 4.7( 法 都 (Fatou) 引 理 ) ” 设 |f,(z)| 是 可 测 集 已 上 的 
非 负 可 测 函数 列 , 且 limf, (x) = f(x), 则 


| fa)am < sup|| 入 (z)dm | 7 
推论 4.2 当 引 理 中 的 lim | /,(z)dm 存在 时 ， 


则 | maz)dm 过 lim| / (xz)dm, 
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即 [| limf, (zx)dm < lim| .C2)dm. 

证 设 im| A(z)dm =c, 则 对 Ye>0,3NEN, 当 n> 
N 时 ,有 

c-e < [f(r)dm <ct+e. 
视 At(z), Asa(z),… 是 一 新 的 函数 列 , 它 满足 定理 4.7 条 件 ， 
故 有 
| edm < sup|| f(z)dm < c+e<c+2e， 
由 。 的 任意 性 知 
| MGz)dm c= 加 | f(z)dm. 


定理 4.8( 勒 维 (Levi) 定理 ) ” 设 {/, (zx)| 是 可 测 集 已 上 的 非 
负 可 测 函 数列 , 且 满足 fi(z) < f(z) 二 … 人 f(x) 入 …， 
limf,(z) = /(z) (Vx € E), 则 


| fC)am = 四 | f(x)dm. 


即 | limf, (zx )dm = lim| 大 (zx)dm. 
证 f(x) 作为 非 负 可 测 函 数列 的 极限 是 非 负 可 测 函 数 ， 
] f(z)dm 有 意义 ,由 广 (z) 之 f(z) 知 


|f. Ca)dm < {flr)dm. (x) 
又 因 | / (z)dm <| fradm <*<| flr)dm 莹 … 是 单调 


增加 数列 , 故 lm /,(z)dm 为 + co 或 有 限 数 c(0 之 c <+ co) 
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lim| f(x)dm =+co 时 ,由 ( * ) 式 得 | f(z)dm =+oo， 
mm)FE 
结论 成 立 . 

当 lim | /,(z)dm = “时 ,由 推论 4.2 得 


| fa)am 魏 tim /C2)dm = (， 

再 由 (* ) 式 可 知 
= lim| fs C1)dm <| /dm, 

从 而 

| adm = tim f(r)dm = 5. 

引 理 4.1 设 ig,(z)) 是 忆 上 的 可 测 函 数列 , 令 
uz) = inflg, (zr) ,g(x),} (n = 1 2…)， 

则 tu (z)| 是 上 可 测 函 数列 . 若 ig, (x)| 有 极限 函数 g(xz), 则 
limu, (x) = g(x). 

证 {u(x)| 显然 是 单调 增加 的 . 易 知 u(xz) < a 的 充 要 条 
件 是 ,存在 m 宇 nn, 使 g,(z)<<a, 故 E(u, < a) = UE(g, < 
a), 由 于 E(g, < a) 是 可 测 集 ,从 而 E(u, < a) 是 可 测 集 , 即 
xu 人 () 是 下 上 可 测 函 数 . 现 设 img,(z) = grz), 则 对 Ye >0， 
3NEN, 当 n>N 时 ,有 

Bg(XT)—-e<g(r)< g(r)+e, 
此 时 
u(xz) = inflg,(x),gn (zr), | g(x) - e, 
又 显然 u,(t) 三 g,(z), 于 是 当 n > N 时 ,有 
g(x) -eu(lr) g(r) < g(r)+e. 
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以 上 不 等 式 表明 limu, (x) = g(x). 
定理 4.9( 勒 贝 格 (Lebesgue) 控制 收敛 定理 ) ” 设 可 测 集 下 上 
的 可 测 函 数列 | f(z)} 满足 下 述 条 件 : 
(1) limf, (x) = f(z); 
(2) 存在 工 可 积 函 数 F(z), 使 ! 广 (z) 1 委 F(z)(YzE 下 ， 
六 二 1,2,……). 
那么 , f(x) 在 E 上 L 可 积 , 且 有 
lim| f(x)dm = | /x)am = lim f(x)dm. 
证 ”由 条 件 (2) 可知 | f(x) 1F(z), | f(x) I<F(z). 
由 习题 1.4 第 3 题 知 f(z),/,(zx) 在 E 上 L 可 积 . 记 g(x) = 
F(z)+ f(z), 由 条 件 (2) 知 g,(z) 宇 0 且 
limg, (z) = F(x) + f(x). 
令 un(T) = inf{lg, (xz), gr ( 工 ) 上 |， 
则 ww(z) 之 0, 由 引 理 4.1 知 fw,(z) 上 是 无 上 单调 增加 的 非 负 可 
测 函数 列 ,并 且 
limu, (x) = F(r)+ /f(z). 
由 定理 4.8, 有 
加 | wz)dm = | [F(z) + f(z)Jdm. 
但 wu,(z) 过 g(xz), 故 


lim| (xz)dm < lim|g, (zx)dm. 


(可 证 lim| g,(z)dm 存在 )， 
于 是 
加 | [F(z) + A(z)]dm > | [F(z) + f(z)Jdm. 
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即 加 | APGz)dm >| f(a)dm. (x) 
如 果 我 们 令 g, (zx) = F(x) - f(z), 则 也 有 g,(x) 之 0， 
limg, (2) = F(z) - f(z), 与 上 面 类 似 可 得 
tim| [F(z) — f(z) ldm >| [F(z) — f(x)Jdm, 
即 ~ lim| £2)dm >- | f(r)dm, 


结合 (x* ) 式 就 有 lim| .六 Cr)dm 二 | /Cam. 

推论 4.3( 勒 贝 格 (Lebesgue) 有 界 收 敛 定理 ) 设 mE <+%， 
{f(z)} 是 玉 上 的 可 测 函 数列 , 且 lim/, (x) = f(z), 若 存在 常数 
M, 使 1 f,(z) | 寺 M(VrEE,n=1,2,.…), 那 么 ,f(z) 在 E 
上 工 可 积 , 且 有 

lim| f(z)dm = | fC)am. 

证 ” 取 定 理 4.9 中 的 下 (x) 为 M 即 可 . 

说 明 (1) 定理 4.9 中 的 函数 F(z) 称 为 控制 函数 ， 

(2) 对 勒 贝 格 积分 ,由 于 改变 函数 在 一 个 零 测 集 上 的 值 ,不 影 
响 其 可 测 性 、 可 积 性 及 积分 值 ,因此 定理 4.8 与 定理 4.9 中 的 条 件 
limf, (z) = f(z) 可 改 为 f,(z) 一 了 (x)(a.e.); 定 理 4.9 中 的 条 
件 1 f(z) 1 过 F(z) 可 改 为 1 f(z) 1 二 F(x)(a.e.). 

定理 4.10( 逐 项 积分 定理 ) ” 设 |/,(x)| 是 可 测 集 玉 上 的 一 
列 非 负 可 测 函 数 , 则 


| [Bam 过 DJ)am. 


证 设 g,(z)= D/A), 则 lg, (2) 满足 定理 4.8 的 条 


件 ,于 是 
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让 limg, (x)dm = lim| g(x)dm. 
limg, (xz) = 2 f(z), 


| g(x)dm = J (BA )am 过 S|)am, 
故 
[A = lm Sf)dm = 了 Jean 


这 里 指出 : 当 有 界 函 数 /(xz) 在 有 限 区 间 上 黎 曼 可 积 时 , 它 一 
定 是 勒 贝 格 可 积 的 ,并 且 二 者 的 积分 值 相 等 .这 个 结论 表明 勒 贝 格 
积分 确 为 黎 曼 积分 的 推广 .但 应 当 注意 的 是 :对 于 无 穷 区 间或 无 界 
函数 , 黎 曼 可 积 导 不 出 勒 贝 格 可 积 , 但 如 果 /(xz) 保持 一 定 的 符 
号 , 则 上 述 结论 仍然 成 立 . 


例 4.4 el 


re 3 zisinnrdm = = 0. 
证 记 廊 (z) = 2 2 — Sinn, 则 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 


故 可 测 .z = Do = 0 = 0; 当 工 天 0 时 ,lm 万 (z) 


= 各 十 , 械 生 -sinnr = 0, 故 在 [0,1] 上 lim/,(z) = 0. 又 < 


五 十 工 
€ [0,1] 时 . 
EA) | Ts 
由 Lebesgue 有 界 收敛 定理 ， 
im| I+ Ts Ti sinnrdm = J oam = = 0. 


例 4.5 设 几 z) 是 (- so,+c) 上 的 工 可 积 函 数 , 称 
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Nx 
1 + 22 


Zsinnz < 


Hz) = e/a 
为 函数 /(7) 的 傅立叶 (Fourier) 变换 . 试 证 f(z) 是 (- co, + eco) 


上 的 连续 函数 . 
证 任 取 zE(- co,+co), 并 任 取 一 数列 jh ,使 得 h, 一 


0(n -> co). 因 为 
f(r+h,)= 全 rh) f(1)dz. 
令 FC) (0); 
则 1 fC2) 1= le”) =1 (0) 1. 
由 于 f(t) 在 (- co, + 吕 ) 上 工 可 积 , 故 |1 f(t) 1! 在 (-%,+%) 
上 工 可 积 ,由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 立即 可 得 


lim7(z + h,) = lim| er fd 


lim| /Cd 
= 人 limp,(e)d 
=| erade = F(z). 
因此 (zx) 在 z 处 连续 ,jz) 是 (- ce， + co) 上 的 连续 函数 . 
例 4.6 已 知 六 点 = 玉 , 试 计算 | me dz 的 值 


1 
t= 


解 im, = - ,| Te dr 为 R 广 义 积分 . 因 


0+0 二 一 并 1 
1 
CR 
ee 1, 


故 zx = 1 不 是 下 点 .由 于 lim 1 芋 = 0, 故 [ Jz_dz 收 伍 . 由 
-0+0 着 ol-zx 
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于 /(z) = [在 (0,1) 内 恒 为 负 , 训 其 勒 贝 格 积分 | 了 dm 


存在 且 与 | 也 dz 相等 
因为 
lnz = In[1 - (1 -zx)] =- DU € (0,1])， 


所 以 
-nz_ = -人 € (0,1)). 


1-z 


n=] 


在 区 间 [0,1] 内 ,人 一 之 > 0, 由 逐 项 积分 定理 可 得 
1 1 加 人 如 > ue! 
| 让 dm -全 i jam 
a | (1 pp x)” 1 
三 一 2 人 es dm 


n=1] 
0 Se 
和 nn’ 6” 
! lnz ! Inz te 
故 | 
习 题 1.4 
1. 设 函 数 
(7) = | 工 为 无 理 数 ， 
人 |1， zx 为 有 理 数 . 


问 f(z) 在 区 间 [0, 皇 ] 上 是 否 勒 贝 格 可 积 ?车 可 积 , 试 求 出 积分 的 值 . 
2. 设 EiCE,,E,、E,; 为 L 可 测 集 ,和 且 zmE, <+ %,f 是 E, 上 的 非 负 可 
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测 函数 ,证 明 | fdm < fdm. 


3. 设 /(xz) 在 L 可 测 集 E 上 L 可 积 ,g 在 上 上 可 测 . 如 果 zE 下 时 
lg(z)| 过 f(x), 证 明 g 在 E 上 上 可 积 . 
4. 设 mE <+ co, 太 在 已 上 L 可 积 ,证 明 /在 E 上 几乎 处 处 有 限 . 
5. 设 下 是 L 可 测 集 , 太 在 巨 上 L 可 积 ,证 明 f 在 E 上 几乎 处 处 有 限 . 
6. 证 明 : 
im | 2 下 


7. 证 明 : 


2 
| 
8. 设 f(z) 为 E 上 的 L 可 积 函 数 (n = 1,2,°), f(z) — f(x)(a.e.) 
县 [1 /2)| dm < ,为 常数 ,证 明 1(z)L 可 积 . 


9. 设 /(x,1) 对 每 个 + € [a,B] 都 是 区 间 [a,5] 上 关于 x 的 勒 贝 格 可 积 
函数 ,并 且 存 在 常数 M ,使 


[Bz.)| < M Gr € a,b, t € [a,8]). 
证 明 B/Dar = | R/C)dr (t € [ep]). 
10. 设 /(+) 及 zA(z) 是 直线 RR 上 的 L 可 积 函数 .7(z ) 表示 /(1) 的 全 立 
叶 变换 , 试 证 
EF) = Hitf(t)] 
其 中 [~ jf(1)] 表示 -if(1) 的 健 立 叶 变 换 ， 


8$5 几 个 常用 不 等 式 


本 节 我 们 介绍 分 析 中 几 个 常用 的 不 等 式 . 
引 理 5.1 设 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 的 二 阶 导数 非 正 , 则 对 任 
65 


意 zz ET 过 0A+h =1 有 
Af (x1) + Mf(z2) Sf OAT Xx2). 
证 记 4xi + hxs = c. 将 f(x) 在 c 处 泰勒 展开 ,得 
= f(c)+f(c)(zr-c)+ [et Ws 一 ly 一 c) 


(0< 0<1). 
由 f(z) 志 0 (x € 7 了 ), 知 
f(z)f(e) + f(r- oe). 
分 别 取 z 为 zx) ,zx; 得 
f(r)Ef(e) +f (ec) (zr -ce) 
f(z2)Ef(c) +f (ec) (zr -ce) 
上 面 二 式 分 别 乘 1, ,42 后 再 相 加 就 得 到 
Af zi) + hf (zx) SA +a) fe) + fc) 
[Aizi + AM2za 一 (Ai 十 42)c] 
= f/f(c)+f(c)(c -ce) 
= f(c) = f(Azi + Asx2). 
引 理 5.2(Young 不 等 式 ) 设 a 宇 0,b6 宇 0,p >1,g>1, 且 
| 1 i 
Rg = 1, 则 有 a6 < ja te 
证 ” 当 ab = 0 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 设 a > 0,b > 0. 考 虑 函 
数 f(z) = lnz, 当 z>0 时 ,jz)<0, 在 引 理 5.1 中 令 zi = a?， 


Za = 加 ,Ai = pt = 六 ,由 引 理 5.1 有 
1 p 1 1 » 1,o 
方 ma 十 nb < In( De 十 BE )， 
即 ab < pa + mk 
定理 5.1( 霍 尔 得 Hi6lder 不 等 式 ) ” 设 f(z),g(z) 是 可 测 集 
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f(z) 


忆 上 的 二 可 测 函 数 ,P > 1.9 > 1 广 + 


|g(z)|* 在 E 上 L 可 积 , 则 有 下 述 不 等 式 : 
必 | f(z)g(r) dm 


了 = 1, |/(zx)1’, 


< (jtam) (lac lam)’ (1.1) 


证 设 | .17(z)l?dm > 0,| a(x)| "dm > 0， 

nl le) 
(fea) am) (fecham) 
由 引 理 5.2 有 


[f(x) gx)| 


(fsa) ram) (folate) am)’ 
4) dR DL 

pb | ,fa) lam 2 | leCz)ledm 

由 于 | f(x)1”,ig(zx)|1’ 在 E 上 L 可 积 , 据 上 述 不 等 式 及 习题 1.4 
第 3 题 的 结论 , 知 | /(z) g(x)| 在 E 上 L 可 积 ,对 上 述 不 等 式 两 边 
积分 得 


从 


| [f(x) g(r) ldm 
E 


(J fn)lram) (| ‘a lam) 
pe | odm i 人 |g(z)|?dm 
也 人 | F(z)l2dm 9 及 |g(z) dm 
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即 
[| | 7(z) g(z)|dm 


二 Re 
< (fl tram) (lsc) lam)’. 
当 | .17(z)1?dm = 0 时 ,可 以 验证 , 例 4.3 的 结论 对 mE = + oo 
及 | f(z)|* 在 下 上 无 界 时 也 成 立 , 即 | f(x)| ”= 0 (a.e.), 由 此 得 
| f(x) g(z)| = 0(a.e.), 从 而 | 17(z) g(z)|dm = 0,(1.1) 式 


两 边 为 零 ; 当 | 1g(z)l*dm = 0 时 , 同 理 有 


| ye) g(z)|dm = 0. 
综 上 所 述 ,(1.1) 式 成 立 . 
当 p = gq = 2 时 , 答 尔 得 不 等 式 成 为 
| [f(z) g(xz)|dm < (| [f(z) dm (|, |g(z)|? oo 


称 为 柯 西 - 许 瓦尔 兹 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 . 

定理 5.2( 闵 可 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ) 设 p 宇 1， 
f(z),g(z) 在 可 测 集 正 上 工 可 测 ,| f(z)|?,|g(z)I* 在 E 上 L 
可 积 , 则 有 下 述 不 等 式 : 


(|, Ve 


Da 


所作 Ca) lam) + (|, la) lram) (1.2) 


证 当 p = 1 了 时,(1.2) 式 显然 成 立 . 设 p>1, 由 | f(z)|?， 
|g(z)|? 在 E 上 L 可 积 ， 
(|fl+ lgl) < [2max(| fl ,lg|)]? 
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<(21f1)? + (21g1)? 
= 2?(|fl? + |g1?), 
可 知 (| f|+ |g|)? 在 E 上 L 可 积 .由 于 
|f+gl<|fl+ lgl, 
[f+gl?*<( fl+ 1el)’, 
故 |f+ g1? 在 E 上 L 可 积 , 且 有 


|ilf + elam<| AI lel)am. 


当 | .CAI+ 1g1)*dm = 0 时 ,有 | 1/+ glrdm = 0,(1.2) 式 成 
立 . 现 设 
Or lgl)am >o0. 


因 | (71+ lel)am = {Cl+ lgDGyI+ 1gDrram 
= [dl gl) ldm 


+| Heidi/l+ lg|)* dm, 
对 上 式 右边 两 个 积分 分 别 用 替 尔 得 不 等 式 , 得 到 
[d+ lg|)?dm 


< (fam) (fdr ede man)} 
+ (falam)’ (fos le) emam)’ 
[re 六 (ea 六 


[far laD) emam]. 
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BE WE 
注意 到 + 了 =1, 即 gq+p= pq, 故 (p Da=p,1-7 
于 是 


.dir lgl yam< [(|， ram) + (flalram) 


[vt jal)ram]", 


心 | 一 


A 


] 


两 边 除 以 [| ( lt lg| )ram], 即 得 


1 


[far + |g| )*dm | 2 过 (|, pi 二 (J lelam)’, 
从 而 


[J alam] 过 [dn lg| yram] 


< (am) f (J era 六 
将 &(z) 换 成 一 g(x), 即 得 
(rebam) < (fam) + (feem)’. 
在 离散 的 情形 ,也 有 相应 的 霍 尔 得 与 闵可夫 斯 基 不 等 式 ,它们 


的 证 明 与 定理 5.1 及 定理 5.2 的 证 明 类 似 ,这 里 我 们 仅 叙 述 相应 
的 结论 . 


定理 5.3( 霍 尔 得 不 等 式 ) 设 p>1,g>1 
YER 或 C(i = 1,2,…,n), 则 有 
Blzl< (Bhat (Pls) (1.3) 


定理 $.4( 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 ) 设 p 汪 1,z;,y ER 或 C 
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(i 1,2,…,n), 则 有 
(Sls :yb < (DI) + (DI) 
(1.4) 


在 (1.3) 及 (1.4) 式 中 , 若 右边 相应 的 级 数 收敛, 我 们 只 要 在 
不 等 式 中 令 n 一 + oo 就 得 到 级 数 形式 的 不 等 式 . 


和 霍 尔 得 : 
习 1zal<( 习 1 庆祝 
(2>Le>1L3+ 二 =1 
闵可夫 斯 基 : 
(Dlatyh < (Pla + (Pla) 
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第 二 章 度量 空间 


在 处 理 实际 问题 时 ,物理 系统 的 状态 一 般 是 由 观测 决定 的 ,而 
观测 值 总 是 近似 的 ,这 就 要 求人 们 考虑 近似 值 逼近 准确 值 的 程度 
问题 ,反映 在 数学 上 就 是 极限 的 概念 或 收敛 性 概念 .我 们 已 熟悉 数 
列 的 极限 、 函 数 的 极限 及 函数 列 的 收敛 性 等 概念 . 一 个 数列 和 z, 
收银 于 工 ,是 指 z, 无 限 地 “ 趋 近 ” 于, 即 z, 与 x 之 间 的 “距离 ”可 
以 无 限 地 减 小 .如 果 X 是 一 个 抽象 的 集合 , 它 的 元 素 不 一 定 是 数 ， 
我 们 该 怎样 描述 X 中 元 素 列 的 收敛 性 呢 ? 最 自然 与 简单 的 方法 是 
对 X 中 的 任意 两 个 元 素 规定 一 个 “距离 ”一 个 集合 上 如 果 定 义 了 
距离 ,就 称 为 距离 空间 或 度量 空间 . 本 章 主 要 介绍 度量 空间 的 概 
念 ,然后 讨论 空间 的 完备 性 、 列 紧 性 与 紧 性 以 及 可 分 性 . 


$1 度量 空间 的 定义 


本 节 先 在 抽象 集合 中 定义 两 点 间 的 距离 ,这 种 距离 是 由 公理 
来 定义 的 ,然后 介绍 一 些 常 见 的 度量 空间 . 

如 何在 抽象 的 集合 上 合理 地 定义 距离 呢 ? 我 们 以 所 熟悉 的 二 
维 欧 氏 空间 R = {(z,y) | x,y € Ri 为 例 来 进行 分 析 . 

平面 R* 中 任意 两 点 p1(.x1 ,yi)、p2(zx2,y2) 之 间 的 距离 定义 
为 


d (pi,p:) V(x - zx2) 本 (y = y,). (2.1) 
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通过 对 上 式 进 行 研究 ,发 现 距 离 具 有 如 下 直观 而 又 是 本 质 的 
属性 : 

(1) 对 任意 pi,p; E R’, 由 (2.1) 式 有 一 个 确定 的 实数 与 之 
对 应 , 即 (2.1) 式 确定 了 一 个 R* x R? 到 R 的 映射 

(2) 任 一 点 到 它 自 己 的 距离 等 于 零 ;两 个 不 同 点 之 间 的 距离 
大 于 零 ; 

(3) 从 pi 到 ps 的 距离 等 于 从 ps 到 p, 的 距离 ; 

(4) 两 点 之 间 以 直线 为 最 短 ,三 角形 的 两 边 之 和 不 小 于 第 三 
边 . 

概括 地 说 ,平面 R* 中 的 距离 d 是 R? 中 的 点 pi1,p; 的 “二 元 ” 

实 值 函数 ,满足 对 VY (pi,p,) € Rx R’, 有 

(1) d(pi,p2) 之 0, 且 ad(pi,p;) = 0 当 且 仅 当 pi = pi; 

(2) d(p1,p2) = d(p2,p1); 

(3) d(p1,p3) < dl(p ,p3) + d(pa,p;). 

将 上 述 R? 中 的 距离 d 加 以 抽象 ,就 得 到 度量 空间 的 概念 . 

定义 1.1 设 X 是 一 非 空 集合 . 若 存 在 二 元 函数 d:X XX 一 
R ,对 任何 xz,y,z € X,d(z,y) 满足 公理 : 

(1) 非 负 性 即 4d(x,y) 宇 0, 且 d(x,y) = 0Br = y; 

(2) 对 称 性 d(z,y) = d(y,z); 

(3) 三 角 不 等 式 d(x,z) 壕 d(x,y)+ d(y,z), 
则 称 d(z,y) 是 X 上 的 一 个 距离 函数 , 称 (X,d ) 为 度量 空间 或 距 
离 空间 ; 称 d(z,y) 为 z,y 两 点 间 的 距离 .X 的 任何 子 集 都 视 为 空 
间 (X,z) 的 点 集 , 在 不 产生 误解 时 ,将 (X,d) 简 记 为 X， 

例 1.1 设 X=R"= {(zzz)lzERi=1,2， 
对 任意 二 = (zz，yz),y= (yi 7)EX, 定 
义 


d(z,y) = Ds -xy). (2.2) 
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d 显然 是 X 上 的 二 元 函数 , 且 满 足 条 件 (1) 及 条 件 (2). 对 任意 
z = (zi,z2，,"…;,z,) EE XX, 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 有 
[2 (zx; — z1)] = [ot -y+y 2) 

SD yD -= 

即 d(xz,z)<d(r,y) + d(y,z). 

定义 1.1 中 的 条 件 (3) 也 满足 ,于 是 d 是 X = R" 上 的 一 个 距 
离 函 数 , 称 作 欧 氏 距离 . (R" ,d ) 是 一 个 度量 空间 , 称 作 n 维 欧 氏 
空间 .今后 如 不 作 特别 申明 , 凡 提 到 度量 空间 R" , 均 指 由 上 面 欧 氏 
距离 所 定义 . 

在 X = R"” 中 ,还 可 以 定义 其 他 距离 .例如 对 于 任意 

T= (TT Ti) yy = (yy Ys) EX, 

定义 


n 


di(z,y) = Dz -yy|; (2.3) 


i=1 


dz 人 = (Tray) (Di (2.4) 


du (zx,y) = max | 一 少 | ， (235) 
容易 验证 di ,d, ,du 都 是 X = R" 上 的 距离 函数 .可 见 , 同 一 基本 
集 X = R" 上 有 时 可 定义 不 同 的 距离 ,但 应 注意 将 它们 视 为 不 同 
的 度量 空间 . 

对 复数 集 C, 若 z = al + ib1,y = as + 动 , € C, 定 义 
di(z,y) = [zr-y|= |(ar ~ as)+i(b, -62)| 
=V(ar ~ a) + (6b — bY, 
易 验证 (C ,4d,) 是 度量 空间 . 
定理 1.1 设 d(z,y) 是 X 上 的 距离 函数 , 则 
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.d(xzsy) 
p(x,y) = 1+d(zx,y) 


也 是 X 上 的 距离 函数 ， 
证 ”考虑 函数 /(:) = 二 全 ;在 [0, + co) 上 的 单调 性 . 因 三 (2) 
= 7 > 0, 故 f(t) = 了 和 在 [0,+ wm) 上 单调 增加 ,由 于 


te 

于 是 
人 dzy)+dCyz) 
p(zz) Tra ST+ dy) + dy,2) 
d(r,y) d(y,z) 

< 1l1+d(xz,y) tT d(y,z) 

= p(xz,y) + p(y,2). 
Pp 显然 满足 定义 1.1 中 的 条 件 (1) 与 (2), 故 p(x,y) 也 是 XX 上 的 距 
离 函数 . 

例 1.2 离散 度量 空间 . 设 X 为 非 空 集合 ,对 任意 zx,yE X， 


定义 

do(x1y) = 的 PR (2.6) 
容易 验证 do(x,y) 满足 距离 的 三 个 条 件 , 称 d 为 离散 距离 ,(X， 
do) 称 作 离散 度量 空间 . 


例 1.3 连续 函数 空间 C[a,b]. 设 C[a ,5] 表示 区 间 [a,6] 
上 所 有 实 ( 复 ) 值 连续 函数 的 集合 ,对 任意 zx(1), y(t)€ Cla,6b]， 
定义 


d(xz,y) = max | z(t) 一 y(2)1. (2.7) 
显然 d 满足 距离 的 条 件 (1)、 (2)， 下 面 验证 4 满足 条 件 (3). 
设 x(t),y(t),z(t) € Cla,b], 


因 对 Yi € [a,6b], 均 有 
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|z(ti) -zxz(i)| 委 |z(t) — y(t) 1+ |y(t) — z(z)| 
< max | z(t) 一 y(2)|+ mag |y(2) - ze)| 
= d(x,y) + d(y,z). 
从 而 有 
d(x,z) = ax | x(t) -z(t)|<ad(zr,y) + d(y,z). 
故 (C[a,6b5],qd) 是 度量 空间 , 称 作 连续 函数 空间 , 简 记 为 C[a， 
6b]. 
例 1.4 有 和 界 数列 空间 !”. 设 /” 表 示 所 有 有 界 实 ( 复 ) 数列 
工 = 二 《1,0，…,5，…) = 二 (6) 所 成 的 集合 , 即 对 任 一 z= (&;)€ 
,都 有 常数 M, ,使 
1 和 | 过 M (= 12 
设 
r=(§€), y= (nn)E€EL", 
令 
d(z,y) = sup| § -|. (2.8) 
易 验 证 a 满足 距离 的 三 个 条 件 , 称 (1”,d) 为 有 界 数列 空间 , 简 记 
为 
例 1.5 p 次 短 可 和 的 数列 空间 1*(p 宇 1). 设 1? 是 满足 
sl <+ co 的 所 有 实 ( 复 ) 数列 z = (&1,62,…,6,…) = 
(8) 的 集合 ,又 设 y = (六 ) E 1?, 令 


wz = (Dl nn 1*)?， (2.9) 
由 闵可夫 斯 基 不 等 式 知 定义 (2.9) 式 是 有 意义 的 . 
显然 ,dy 满足 距离 的 条 件 (1)、(2). 对 = = (5 ， 


…) E 以, 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 有 
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二 
站 


ds(z,z) = [D1é 51] 


Hl 


各 
St J]? 


| i 
=[ 


MW 


oo 1 
<[Sle A li+ (Dln -shy 
= d, (xz, y) +:d, (y,z). 
于 是 d, 也 满足 距离 的 条 件 (3), 称 ( 必 *,d, ) 为 了 次 寡 可 和 的 数列 空 
间 , 简 记 为 2. 
例 1.6 p 次 曙 L 可 积 函 数 空间 L?[a,5] (p 之 1). 
车 函数 | /(1)|*(p 宇 1) 在 [a,b5] 上 工 可 积 , 则 称 f 是 p 次 敌 
L 可 积 的 函数 . 记 L?[a,6b6] = {zx(z)1zx(z) 在 [a,b5] 上 zp 次 知 L 
可 积 } .在 L?[a,5] 中 ,我 们 把 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 函 
数 , 即 若 z(1) = y(z) (a.e. ), 则 规定 zx = y.L?[a,b] 有 下 列 重 
要 性 质 . 
(1) 对 线性 运算 是 封闭 的 . 即 若 f,g € L*?[a,5], 则 
arEL[a,p],F+gEL[a,b]， 
其 中 a 是 常数 . 
因为 
b b 
| laflram =|a 中 If lam <+%, 


故 af € L[a,5]. 而 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 即 知 f+ g € Le[a， 
0]. 
(2) Lr[a,b] CL[a,b] (p 之 1). 
设 f€L?[a,b], 令 A = E(|f| 宇 1), 
B= E(|fl< 1),E = [a,b], 
则 


fifam = | /lam + ffldm 
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<| /lam + | dm 
< llam +(b6-a)<+%. 


故 f€ Lla,b]. 
(3) 对 zx(71),y(t) € L?[a,b], 令 


do(z,y) = ([ lr) -yam)’, (2.10) 

则 qd,(z,y) 是 L?[a,6b] 中 的 距离 .事实 上 ,显然 有 d,(z,y) = 
ds(y,z), 且 d,(z,y) 宇 0,d,(z,T) =0; 如 d,(z,y) = 0, 则 有 
Z(t) 一 y(t) = 0(a.e.), 即 .z(t) = y(t) (a.e.), 按 我 们 的 规定 有 
Z = y. 利 用 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 容易 证 明 三 角 不 等 式 成 立 . 因此 
(L?[a,b],d,) 是 度量 空间 , 称 为 p 次 曙 L 可 积 函数 空间 , 简 记 为 
L*[a,b]. 

最 后 ,我们 介绍 几 个 概念 . 

定义 1.2 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A CX, 若 将 距离 函数 d 限 
制 在 A x A 上 , 则 A 显然 也 是 一 个 度量 空间 , 称 作 X 的 子 空间 . 

若 zEX,ACX, 则 点 x 到 集 4 的 距离 定义 为 : 


ad(z,A) = infd (zx,y). (2.11) 
集合 4 的 直径 定义 为 : 
diaA = ,supd (x,y). (2.12) 


车 dia4 为 有 限 , 则 称 A 为 有 界 集 ; 若 diaA = + co , 则 称 A 为 
无 界 集 . 


习 题 2.1 


1. 在 R2=fz=(zz)lzzERi 中 , 若 z= (zz)ERR2， 
y= (yo ) ER, 问 
(1) di(zx,y) = (zi - y1)? + (zx; y;) 是 否 构成 距离 秃 数 ? 
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(2) ds(z,y) = [(z1 -~ yy)* + (za - 9 ]# 是 否 构成 距离 本 数 ? 

2. 设 X 按 d(z,y) 是 度量 空间 ,nE N ,证 明 di(z,y) = Yd(zx,y) 是 
距离 函数 . 

3. 设 (X,d) 是 度量 空间 ,证 明 

(1) | d(x,y) -dd(y,z)|<d(zr,z) (Vry.z € X); 

(2) |d(z,y) -ad(z,w)|lSd(zr,z)+d(y,w) (VryzwEX). 

4. 令 s 表示 实数 列 ( 或 复数 列 ) 的 全 体 , 对 * 中 任意 两 点 

工 = (6 ,6 ,6 ) ,y= (Np ), 


S| 
d(xz,y) = 去 IT 
证 明 (s,d) 是 度量 空间 . 
5. 设 巨 是 测度 有 限 的 L 可 测 集 , 员 (E) 是 下 上 实 值 的 可 测 函数 全 体 ， 
对 任意 zx(t),y(t)E NM(E), 定 义 
2[ lx()- y()| 
Lo) = | Tr TT am 
如 果 把 叭 (已 ) 中 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 于 (E) 中 同一 个 函数 ,证 明 
(M(E),d) 是 度量 空间 . 
6. 证 明定 义 1.1 中 的 对 称 性 条 件 , 可 由 非 负 性 及 不 等 式 d(x,y) 去 
d(z,z)+d(y,z)(Yz,y,zEX) 所 得 到 . 


$2 度量 空间 的 拓扑 性 质 


本 节 将 在 度量 空间 中 从 定义 内 点 出 发 ,定义 开 集 、 闭 集聚 点 、 
连续 ,极限 等 概念 ,然后 讨论 它们 的 性 质 及 其 关系 .我 们 省 略 了 一 
些 定理 的 证 明 , 留 给 读者 作为 练习 . 


$2.1 开 集 、 闭 集 与 邻 域 


设 (X,a) 是 度量 空间 ,zo。E€ X,6 > 0, 称 集合 B(zxo,6) = 
{rl1d(z,zo) < 56,x€ XI 是 以 Zo 为 中 心 ,6 为 半径 的 开 球 ,或 
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Zo 的 一 个 8 邻 域 . 

仿 第 一 章 $2.2, 有 如 下 几 个 定义 . 

(1) 内 点 : 设 巨 CX,xzo EE ,车 存在 点 xo 的 6 邻 域 B(xo,6) 
CCE, 则 称 点 zo 为 EE 的 内 点 . 

(2) 开 集 : 设 GCX, 车 G 中 每 一 点 都 是 其 内 点 , 则 称 G 为 开 
集 .定义 空 集 @ 为 开 集 . 

(3) 聚 点 : 设 玉 CX,xo。 EE XX, 若 zo 的 每 一 个 6 邻 域内 都 含有 
无 穷 多 个 玉 的 点 , 则 称 zo 是 下 的 一 个 聚 点 . 记 的 聚 点 可 以 在 EE 中 
也 可 不 在 玉 中 .zo 为 的 聚 点 的 等 价 定义 为 :zo 的 每 个 6 邻 域 中 
至 少 含有 一 个 属于 上 而 异 于 zo 的 点 . 

(4) 邻 域 : 设 zo。€ X, 任 一 包含 zx。 的 开 集 都 称 为 zo 的 邻 域 . 
特别 称 开 集 B(zo,S) ( 见 例 2.1) 为 zxo 的 球形 邻 域 ,有 时 也 简称 
邻 域 . 

(5) 闭 集 : 设 下 CCX, 若 X\ 下 是 开 集 , 则 称 下 为 闭 集 . 

(6) 导 集 :EE 的 聚 点 全 体 称 为 天 的 导 集 , 记 为 E. 

(7) 闭 包 : 设 下 CCX,E 的 闭 包 EE 定义 为 

E=EUE.. 

巨 中 的 点 又 称 为 开 的 接触 点 . 易 知 zxoE 巨 当 上 且 仅 当 d(zo,E) 
= 0, 因 此 玉 的 闭 包 玉 又 可 定义 为 与 巨 的 距离 为 0 的 一 切 点 的 全 体 . 

(8) 孤立 点 : 设 EECX. 如 果 xo EF, 但 zo 和 忆 , 则 称 xo 是 
EE 的 孤立 点 . 易 知 ,ze 是 下 的 孤立 点 的 充 要 条 件 是 存在 6 > 0, 使 
B(xo,6) NI E = {zol. 

与 第 一 章 $2.2 类 似 , 也 可 定义 下 的 边界 点 及 边界 等 概念 . 

例 2.1 任 一 开 球 B(xo,6) 是 开 集 . 

证 对 Vzi€B(zo,6), 则 4d(zi,zxo) < 6, 取 正 数 e 志 6 
- d(zizo). 下 面 证 明 B(zi,s)CB(zo,9), 从 而 B(zo,9) 是 
开 集 .对 YyE B(zi,e), 则 d(y,zi) <e, 于 是 
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d(y,zo) 委 dy,zi)+d(zzo) 
<e+d(zri,ro) 
入 S-d(zizo)+d(zizo) = 9， 
即 
yE€EB(r,zo), B(zri,e) CB(zo,6). 
例 2.2 设 (X,d) 是 度量 空间 , 记 
B(zo,6) = {zl d(z,zo0) 6,r € X}, 
这 里 zo € X,S > 0, 称 B(xzo,6) 为 以 zo 为 中 心 ,6 为 半径 的 闭 
球 .证 明 闭 球 B(zo,6) 是 闭 集 . ( 注 : 为 区 别 起 见 , 我 们 记 开 球 
B(xzo,6) 的 闭 包 为 B(xo,6)) 
证 设 
G= X\B(zro,6)= {zl d(x,ro) > 6,r € X|, 
只 需 证 明 G 是 开 集 即 可 .对 VziEG, 则 cd(zi,zo) > 65, 取 正 数 
E 世 d(xzi,xo) 一 65, 下面 证 明 B(zx,e)CG, 从 而 G 是 开 集 .事实 
上 ,对 VyEBGre), 有 d(y,zi)<e,da(y,zo) 之 d(zizo) 
-dyzi)>d(zzo)-e 二 dzizo)-(d(zizo)--9) = 
, 即 yEG,B(zis)C G. 
例 2.3 设 (X,do) 是 离散 度量 空间 ,A 是 X 的 任 一 非 空子 
集 ,证 明 A 既是 开 集 又 是 闭 集 . 


证 对 VzoE€ A, 取 6= 方 , 则 


B (zo 证 )= |z 1do(zzo) < 让 ,EX 
7 
故 zo 是 A 的 内 点 ,从 而 A 是 开 集 .由 于 久 \ A 是 XX 的 子 集 , 故 它 
是 开 集 ,从 而 A 是 闭 集 . 


我 们 知道 ,在 一 维 欧 氏 空 间 ( 即 实 直线 )R 中 ,只 有 R 与 是 
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既 开 又 闭 的 集 ,但 在 度量 空间 中 问题 就 没有 这 样 简单 了 . 在 学 习 抽 
象 的 度量 空间 时 ,我 们 可 广泛 地 借助 所 熟悉 的 R、R’ 及 R’ 中 的 一 
些 几 何 直 观 事 实 , 但 有 时 几何 直观 会 给 我 们 带 来 错 党 ,应 特别 予以 
警惕 .例如 ,在 R’ 中 , 开 球 B(zxo,6) = jzld(z,zo)<6,zE 
Ri 的 闭 包 无 疑 是 闭 球 B(x6,6) = [lz id(zzo) 近 9,zE 
R’| ,球面 S(zx0,6) = {x 1 d(xr,zo) = 90,zER3 上 每 一 点 都 
是 B(xzo,6) 的 聚 点 且 是 边界 点 ,S(xo,6) 是 B(xo,6) 的 边界 .但 
在 离散 度量 空间 (X ,co ) 中 ,车 取 6 = 1, 则 开 球 
B(xzo,s1) = zldo(zzo)<lzEXl= Izol. 


对 Vr EX, B(x 去 )= {zi}, 


B(z'' 注 )N [B(zo,1) \ {x11] 


= {zl NN [lz \iz}] = 9, 

故 任 意 zi 都 不 是 B(zo,1) = izol 的 聚 点 , 即 B(zo,1) 的 导 集 是 
空 集 , B(xzo ,1) 的 闭 包 是 jzo} .但 闭 球 B(zo,1) = {zx1do(z,zo) 
委 17zEX = X, 只 要 X 不 是 单 点 集 , 则 X 尖 {zoj, 即 闭 球 
B(zo,1) 并 不 是 开 球 B(xz。 ,1) 的 闭 包 . 

下 面 是 一 些 与 R 怕 类 似 的 性 质 ,仿照 R 中 相应 命题 的 证 明 有 
下 列 几 个 定理 . 

定理 2.1 对 度量 空间 (X,d) 有 

(1) 任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ;有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

(2) 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ; 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(3) X 与 O 既是 开 集 又 是 闭 集 . 

定理 2.2” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,ze E X,E CX, 则 zo 是 
万 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 存在 忆 中 点 列 {z,| (z, 关 zo), 使 d(x,， 
zo) -0 (ma -= oo). 
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定理 2.3 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,E CX,zx € EE, 则 下 面 的 
三 个 陈述 是 等 价 的 : 

(1) z 和 巨 ; 

(2) z 的 任 一 邻 域 中 都 有 EE 的 点 ; 

(3) 有 点 列 zx, E EE, 使 d(x,,7z) 一 0 (n 一 oo). 

证 (1) 一 (2) 设 z6E 巨 , 若 z6E 巨 , 则 (2) 显然 成 立 . 若 x 攻 
已 , 则 zE FE’, 由 聚 点 定义 知 (2) 成 立 . 


(2)=>(3) 设 z 的 邻 域 B{ > ,十 }] 中 有 巨 的 点 zu (7 =1,2,…). 


因 d(zwz) < 十, 故 d(z,,z) 一 0(n 一 0). 


(3)=>(1) 设 Ws €EE, 有 8 d(xz,,r) —0(n 一 co). 若 工 €E, 
则 x EE. 车 x 多 E, 则 x, 天 zz = 1,2,…), 对 工 的 每 一 6 邻 
域 B(z,9), 由 d(zz) 一 0 知 存在 NE N, 当 nn > N 时 ,d(x,， 
Z)<969, 即 z,EB(z,S), 由 聚 点 的 等 价 定义 知 工 是 已 的 聚 点 , 即 
rz€EE', 从 而 x EE. 

请 读者 将 上 述 定理 的 证 明 过 程 与 上 一 章 定理 2.12 的 证 明 过 
程 作 个 对 比 . 

定理 2.4 设 (X,d) 是 度量 空间 ,已 是 X 的 非 空子 集 , 则 已 为 
闭 集 的 充 要 条 件 是 ECE. 

推论 2.1 车 E” = O, 则 是 闭 集 . 

推论 2.2 非 空 点 集 巨 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 :对 巨 中 每 个 点 
列 |z,1, 若 limd(z, ,xz) =0, 则 zx € EE. 

定理 2.5 设 (X,d) 是 度量 空间 ,下 CCX, 则 瓦 为 闭 集 的 充 要 
条 件 是 EE = EE. 


§2.2 ”度量 空间 中 点 列 的 收敛 性 


在 集合 X 的 任意 两 个 元 素 或 点 之 间 定 义 了 距离 之 后 ,我 们 就 
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能 很 自然 地 描述 X 中 点 列 的 收敛 性 了 . 
定义 2.1 设 (X,d) 是 度量 空间 ,x € X,{zx,| 是 和 中 点 列 ， 
车 limd(z， ,) = 0, 则 称 点 列 |x, | 收 人 钱 于 xz, 称 zz 为 点 列 |z,) 的 


极限 . 记 作 lim z， = 之 ,或 zw， ey ey 

{zx,| 收 僵 于 zx 用“e 一 N" 语 言 描述 是 :对 Ve >0,3NE N， 
当 n > N 时 , 恒 有 d(x,,x) < 成立. 

车 点 列 {z, | 不 收敛 , 则 称 其 发 散 . 

例 2.4 设 X 是 实数 集 ,数列 z, = 二 (n=1,2,…). 车 在 X 
上 定义 欧 氏 距离 

dz,y)=iIz-yl(ryEX)， 

显然 ,数列 { z, 上 在 度量 空间 (X,d, ) 中 收银 于 0. 若 在 X 上 定义 离 


散 距离 


|10， 工 = y， 
| 1 X), 
[i (x,y € X) 


则 数列 |x, | 在 度量 空间 (X ,do) 中 是 发 散 的 . 因为 对 任意 给 定 的 
zZEX, 当 7) 充分 大 时 ,有 
ed (Br)= limd, (1,z)#0, 

因此 数列 |z, | 不 收敛 于 .虽然 (X,d,) 与 (X,d。) 有 共同 的 基本 
集 X, 但 由 于 定义 的 距离 不 同 ,它们 是 两 个 不 同 的 度量 空间 ,我们 
看 到 ,同一 点 列 | z。| 在 一 个 度量 空间 中 收敛 ,在 另 一 度量 空间 中 
发 散 . 

度量 空间 中 点 列 的 收敛 性 保持 了 欧 氏 空间 中 点 列 收敛 性 的 许 
多 基本 性 质 . 

定理 2.6 设 (X,Z) 是 度量 空间 . 

(1) X 中 任何 收敛 点 列 j z,j 的 极限 是 惟一 的 ; 
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ao(zyy) 三 


(2) 若 点 列 六 一 x(n 一品 ), 则 |z,| 的 任何 子 列 zw >z(k 
一 co); 
(3) 若 将 收敛 点 列 j z, 上 看 作 是 X 的 子 集 , 则 它 是 有 界 集 . 
证 (1) 设 z, 一 工 且 z, 一 y(2 一 co), 按 定义 ,对 Ye >0， 
I3NEN, 当 n>>N 时 ,有 
d(xz,,x) < 5,d(z,y) < 与， 
故 当 n > N 时 ， 
d(xz,y) < d(r,z,) + d(z,,y) 


< 与 + 三 =e 


由 e 的 任意 性 ,d(z,y) =0, 从 而 z = y. 
(2) 设 z 一 工 (7 = 0%), {zx, } 是 |z,| 的 子 列 . 
按 定义 ,对 Ye >0,3N EE N, 当 n > NN 时,d(z,,7)<e, 
由 于 > NN 时 ,nn 之 hk > N, 故 d(xz, ,xz)<e, 即 x 一 工 (一 
(3) 设 z, 一 工人 一 co), 则 对 so=13NEN, 当 ”> N 
时 ,d(zvz)< so = 1, 记 
AM = maxld(zz)，d(zn 并 )，1|， 
则 对 Vn EN,d(zz) 生 M, 于 是 对 YVp € N,d(z,,z,) 
委 d(zz)+d(zzn) 和 Mr+M=2M. 这 表明 |z, 上 | 作为 点 集 ， 
其 直径 不 超过 2M. 即 {zx,} 作为 点 集 有 界 . 
下 面 讨论 常见 的 度量 空间 中 点 列 收 敛 的 具体 含义 . 
例 2.5 在 n 维 欧 氏 空间 R”" 中 , 设 
zx; = (zx ,zh ,x ) (i = 1,2,…,n,.), 
zo = (zr ,rz ,0 ) ， 
则 zx; 一 zoli > %) 意味 着 
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姓 


ds(zisz0) = (Dz oz 人 一 0 (i— %). 
它 等 价 于 
Zz) -xz 一 0( 一 co)( =12…2)， 
故 在 R" 中 点 列 收敛 就 是 按 坐 标 收 敛 . 

例 2.6 在 连续 函数 空间 C[a ,5] 中 , 设 z，= zu(t),z = 

z(t) EE Cla,b], 且 x, —> 2(n—> %), 这 时 

limd (zx, ,zx) 二 lim max | x, (1) 所 zx(z)| = 0 
由 上 一 章 定义 2.12 易 知 |x, (1)| 在 [a,6b] 上 一 致 收 化 于 x(1), 所 
以 Cla,b] 中 的 点 列 收敛 就 是 函数 列 的 一 致 收敛 . 

例 2.7 在 有 界 数列 空间 /” 中 , 设 这 = 站 zz 各 ， 
XW) ,| ,ro = {zx ,x ,0 E 人, 且 z zon— 
co) .为 描述 上 述 收敛 性 ,我 们 引入 一 个 新 的 术语 . 设 有 一 列 收敛 的 
数列 :xz ”一 zj = 1 2 大，), 若 对 Ye >0, 存 在 一 个 与 j 
无 关 的 NE N( 即 NN 只 与 有关 ), 当 mw > N, 对 任意 ) = 1,2,…， 
上 ，,…, 都 有 

|z -zr |<e (2.13) 
成 立 , 则 称 这 一 列 数列 是 一 致 收敛 的 .下 面 我 们 再 来 看 1” 中 点 列 
的 收敛 性 . 

2 ~ Z0< >d(z,zo) = sup| 站 = zp | 一 0 (> ~ co) 

< 人 对 ye>0,3N=Ne)EN, 当 ”> N 时 ， 
Wl ee 
今 对 Ye>0,IJN= N(e)E€ N, 当 n> NN 时 ,对 任意 j = 1， 
2,…,k,…, 都 有 
| Py EE 
因此 /” 中 点 列 的 收敛 ,就 是 按 坐标 一 致 收敛. 
例 2.8 在 pp 次 窘 可 和 的 数列 空间 L*(p 宇 1) 中 , 设 zx，= 
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(CR ,za = (zf ,: 70 0 ,oe) GE 0, 且 
x, -~> To(n 一 oo), 这 时 
limd, (zx, ,x0) = tim[ 3 | zt” 一 0 |? = 0， 

即 对 Ve>0,3N= Ne)EN, 当 ”> 入 时 ， 

网 - zo] <e, 

JE 
此 时 ,对 任意 ) = 1,2， …, 都 有 

| (nm) pe (mn) 工人 各 | < s， 

因此 , z, 按 坐 标 一 一 致 收 化 于 但 是 ,z, 按 坐 标 一 致 收敛 于 zo 却 
得 不 出 x, 收敛 于 zo 的 结论 (见习 题 2.2 第 7 题 ). 

例 2.9 在 p 次 窒 L 可 积 函数 空间 L?[a,b] ( 户 之 1) 中 ,车 
Xn 三 T(t) ,zo = zo(t) € Lr[a,b], 则 zx, 一 zo 是 指 d, (xz,， 
2zZ0) 一 0, 即 

lim | |x,(0) - zol2) | dm =0. (2.14) 
这 种 收敛 称 为 函数 列 xz, (1) 在 [a ,b] 上 p 方 平均 收敛 于 xo(t), 有 
时 也 简称 z, (+) 平均 收敛 于 zo(z).p 方 平均 收敛 与 依 测度 收敛 之 
间 有 如 下 关系 : 

车 zx,(1) 在 [a,b] 上 上 p 方 平均 收 全 于 zo(1), 则 它 在 [a,5] 上 
依 测度 收敛 于 zo(1). 

事实 上 , 记 玉 = [a,b], 对 Ye>0, 因 

[ad, (zs, x0)]? = | zs(z) = zo(2) ?adm 
Sl | (9) 加 za(t)| dm 
em[E(|z,(t) -zzo()| 二 se)]， 
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由 -eco 时 [do (zs,zo)] 一 0 知 
limm[E(|z,(1) -ro(t)| 宇 2)] = 0. 
但 依 测度 收敛 并 不 一 定 导致 p 方 平均 收敛 .例如 , 作 [0,1] 区 
间 上 的 函数 列 {z,(z)} 如 下 : 


0，z = 0 或 上 入 :过 1， 
zr(t) = 1 

Le ， 0 < t< 
显然 , |x, (1)| 在 [0,1] 上 处 处 收敛 于 零 ,由 勒 贝 格 定理 (第 一 章 定 
理 3.8) 知 ,|z,(z)| 在 [0,1] 上 依 测 度 收敛 于 零 . 
因 

Cass,0)] = [x,(0) 1 dm 

= [eam = Le” —> oo0(n— %), 

故 |z, (+)| 不 是 户 方 平均 收 伊 于 0. 
另外 , 当 |z,(t)1p 方 平均 收敛 时 也 并 不 导致 1z,(i)| 在 

[a ,6] 上 处 处 收敛 或 几乎 处 处 收敛 . (见习 题 2.2 第 6 题 ) 


82.3 ”映射 的 连续 与 一 致 连续 性 


定义 2.2 ” 设 有 两 个 度量 空间 (X,d),(Y,p), 映 射 f:X 一 
Y ,zo EX. 若 对 任意 的 es > 0, 存 在 6 = 6(zxo,e) >0, 使 当 z € 
X 且 da(z,zo)<9 时 ,就 有 

pl(f(x),f(z0)) <e， (2.15) 

则 称 映射 了 在 x。 点 连续 . 

车 映射 /在 X 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 /在 X 上 连续 或 /是 X 上 
的 连续 映射 . 

一 般 说 来 ,f 在 zo 连续 ,对 Ye >0,6 与 ro 及 se 有 关 . 如 果 太 
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在 X 上 连续 , 且 4 与 zo 无 关 , 则 称 了 在 X 上 一 致 连续 , 即 了 在 X 上 
一 致 连续 是 指 :对 Ve >0,39=59(e)>0, 只 要 zz EX, 且 
d(zi,T2) 之 6, 就 有 po(f(x1),f/(x;)) < 成立. 

例 2.10 f/(z) = xz? 是 R 到 R 的 连续 函数 . 

例 2.11 设 (X,ad)、(Y,p) 是 两 个 度量 空间 ,f:X 一 了 定义 
为 f(x) = yo, 其 中 yo 是 Y 中 某 个 固定 的 点 .是 X 到 Y 的 常 值 
映射 , 它 是 连续 映射 . 

例 2.12 设 XX= [a,b],f:X 一 久 定 义 为 对 Vzr(t) € 
L?[a,6], fr(i) =|zG)dm (ae 过: 过 中 ,应 (+) 显然 是 定义 在 


[a,5] 上 的 函数 ,由 工 积分 的 绝对 连续 性 知 fr(1) 是 [a,b] 上 的 
连续 函数 ,从 而 fr(1) EL[a,b]. 设 z(t),x2(1) EL[a,b]， 
因 


| At) 一 zx(Cz)| 二 fey) — za(s) Jdm 


<[ as) 一 za(s)|dm 


委 (ream) (Pla) pe zlam) 


= (6b- a) ld, (zz). 
所 以 


dalpers fz) = (ff = fxs iam) 


人 
<([ (6 — a)di(zr, do 
= (6 


一 a)d:(ziyzz). 
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aziz)<9 时 ， 
dal fri ,fri) (6b— a)d,(zri,r2) < e， 

故 映射 了 在 X 上 一 致 连续 . 

定理 2.7 设 (X,d)、(Y,p) 是 两 个 度量 空间 ,f:X 一 了 , 则 
以 下 陈述 是 等 价 的 : 

(1) f 在 x。E€ X 连续 ; 

(2) 对 于 f(zxo) 的 任 一 e 邻 域 B( f(zo),e), 必 存在 zo 的 6 邻 
域 B(zo,9), 使 ALB(zo,9))CB(CF(Czo),s); 

(3) 对 于 X 中 任 一 点 列 }jz ,车 zz, 一 :ro(7 一 co), 则 必 有 

fx) > f(x0) (nn — o%). 

证 (1)=>(2) ”由 /在 xo 连续 的 定义 ,这 是 显然 的 . 

(2) 二 >(3) 设 X 中 点 列 z, -> ro( -> oo). 对 VE >> 0, 由 
条 件 (2), 存 在 6 > 0, 使 /KB(zro,6)) CC B(f(zo),e). 对 上 述 
6>0,3NEN, 当 n> NN,d(z,,zo) < ,Bp zx, € B(xzo, 
6), 从 而 f(z,) E€ B(f(xo),e). 即 p(f(z,),f(zxo)) <。, 这 表明 
fx) > f(x0) (n> %). 

(3)=>(1) ”用 反 证 法 . 设 /在 x 不 连续 , 则 je。> 0, 对 


0, = 二 Cr 2 ES 


使 d(x0) < 二, 但 p(f(x) ,f(zo)) 之 eoy 于 是 zzo(n 一 


cs ) ,但 f(x, ) 不 收敛 于 f(xo), 这 与 条 件 (3) 相 蔬 盾 , 故 /在 zo 连 
续 . 
定理 2.8 设 (X,d),(Y,p) 是 两 个 度量 空间 , f:X 一 Y, 则 
以 下 陈述 是 等 价 的 : 
(1) 了 是 连续 映射 ; 
(2) 对 于 Y 中 任 一 开 集 G,G 的 原 象 广 (G) 是 六 中 开 集 ; 
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(3) 对 于 Y 中 任意 闭 集 F,F 的 原 象 三:(F) 是 X 中 闭 集 . 

证 (1)=>(2) 设 /:X 一 Y 是 连续 映射 ,G 是 Y 中 开 集 . 
车 /'(G) = QO, 结论 成 立 . 设 /'(G) 关 0, 任 取 zo€ f/f'(G)， 
则 yo = /f(xo) E€ G, 由 G 是 开 集 知 3e >0, 使 B(yo,e)CG. 
由 f 在 x 连续 及 定理 2.7, 36 >0, 使 f(B(vo,6)) CC B(yo,e) 
CG, 从 而 B(x0,6)CCA'(G), 即 zz 是 /1(G) 的 内 点 ,f!'(G) 
为 开 集 . 

(2)==>(3) ” 设 下 是 Y 中 闭 集 , 则 Y\ FF 是 Y 中 开 集 .由 于 
(YN\NF) = /'(Y)\/'(F) (第 一 章 定理 1.3) 由 条 件 (2)， 
XA\ 广 (F) = 广 (Y) 八 广 (F) = 广 (Y\F) 是 X 中 开 集 ,从 
而 广 (F) 是 X 中 闭 集 . 

(3)=>(1) 对 Vzxo€EX,Ve>0, 令 G=B(/(zo),e), 则 
G 是 Y 中 开 集 ,Y\G 是 Y 中 闭 集 , 由 (3) 知 广 (Y\G) = 
广 (Y) 和 八方 (G) =XAN 广 (G) 是 X 中 闭 集 ,从 而 广 (G) 是 X 
中 开 集 .又 F(zo)EG= B(f(zxo),e), 即 zo€ /1(G), 故 36 
> 0, 使 B(zo,6) 己 /'(G), 于 是 

f(B(z0,6)) CLf'(G)] CG = B(f(zxo),e). 
由 定理 2.7,/ 在 zx。 连续 ,由 zu 的 任意 性 ,f 在 X 上 连续 . 

定义 2.3 设 (X,d),(Z,p) 是 两 个 度量 空间 , /:X x X 一 
Z, 点 (zo,yo) EXXXX, 车 对 任意 e > 0, 都 存在 6 = 6(zo, yo,e) 
> 0, 使 得 当 (z,y) E€ XxX, 且 d(z,zxo) < 6,d(y,y) <$ 时 , 
恒 有 po(A(z,y),A(zo,yo))<e 成 立 , 则 称 二 元 映射 /在 (zo,yo) 
点 是 连续 的 . 

车 f 在 Xx X 上 每 一 点 都 连续 , 则 称 上 是 X x X 上 的 连续 二 
元 映射 .车 上 述 6 与 点 (zo ,yo) 无 关 , 则 称 /在 X x 义 上 一 致 连续 . 

定理 2.9 度量 空间 (X,d ) 中 的 距离 画 数 d(x,y) 是 XxX 
上 的 连续 二 元 函数 . 
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证 & 是 XxX 到 尺 的 二 元 函数 . 设 (zo,yo) EXXxX， 
(zy)EXxX, 由 习题 2.1 第 3 题 , 有 
|d(zy) -d(xzosy) lS dlr,ro) + d(y,y0). 


对 Ve > 0, 只 需 取 8 = >0, 当 d(z,zo)< 6,d(y,yo)<9 


时 ,就 有 
1z(z,y) -d(xo yw) lS dro,r) + d(y,y) 


所 以 d(x,y) 是 一 致 连续 的 ,当然 也 是 连续 的 . 

最 后 , 介绍 一 下 同 胚 映射 的 概念 . 设 X,Y 都 是 度量 空间 ， 
:XX 一 Y. 如 果 /是 一 个 双 射 , 且 f 与 /的 逆 映 射 广 ! 都 连续 , 则 
称 / 是 X 到 交 上 的 同 胚 映射 或 拓扑 映射 .如 果 存在 一 个 从 和 到 了 
的 同 胚 映射 , 则 称 X 与 为 拓扑 同 胚 . 当 X 与 了 拓扑 同 胚 时 ,X 与 
Y 的 点 一 一 对 应 ,由 定理 2.8 不 难 知道 X 中 开 集 与 Y 中 开 集 一 一 
对 应 ,这 样 ,空间 X 与 Y 有 完全 相似 的 开 集 结构 .我 们 称 拓扑 映射 
下 保持 不 变 的 性 质 为 拓扑 性 质 ,这 样 ,度量 空间 中 的 开 集 、 闭 集 等 
都 具有 拓扑 性 质 . 


习 题 2.2 

1. 设 X 是 度量 空间 , 非 空 集 A CC X, 证 明 :A4 是 开 集 当 且 仅 当 它 是 开 球 
的 并 . 

2. 证 明 : 

(DAUB=AUB; 

(2)ANMBCANB. 

3. 设 X 是 度量 空间 ,4 CCX, 称 全 = {zx 1z 是 A 的 内 点 | 为 A 的 内 部 ， 
证 明 A 是 开 集 ;证 明 A 是 闭 集 . 


4. 证 明 : 
(1) 度量 空间 中 的 闭 集 必 可 表示 为 可 数 个 开 集 的 交 ， 
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(2) 度量 空间 中 的 开 集 必 可 表示 为 可 数 个 闭 集 的 并 . 
5. 设 X= R, 对 x,y€ R, 邻 


a 0， T=y, 
dk maxllzi,liyll, xy. 
(1) 证 明 4 是 X 上 的 距离 函数 ; 
(2) 在 度量 空间 (X,d) 中 取 z = 1,y, = 一 士 (n=1,2,…), 证 明 z, 一 


1,y, 一 0(m 一 oo), 但 zs + y, 不 收敛 于 1, 即 lim zy = 1, limy, = 0, 但 
lim (x, + yn) 天 limzs + limy, 


6. 在 户 次 寡 工 可 积 函 数 空间 L2[0,1] (如 过 1) 中 , 取 zu(t) = 1,0 扫 
1, 


证 明 : 函数 列 za(ti),za(t),za(t),za(t)za(t) ra(t), ,cn (t), 
Zn(t),… ,zm (1),… 在 [0,1] 上 户 方 收敛 于 零 函数 ,但 在 [0,1] 上 不 几乎 处 
处 收敛 于 任何 函数 . 

7. 在 平方 可 和 的 数列 空间 /* 中 , 取 点 列 


(= (zt ) 


四 (5))o = 1,2,…) 


证 明 :z, 按 坐 标 一 致 收银 于 z。 = (0,0,…,0,…), 但 z, 不 收敛 于 xzo . 


8$3 完 备 性 
在 前 一 节 我 们 看 到 ,度量 空间 与 实 直线 R 有 许多 类 似 性 质 ， 
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但 在 一 般 质量 空间 中 ,并 不 存在 与 R 的 完备 性 所 对 应 的 性 质 ,这 
表明 距离 公理 导 不 出 完备 性 .完备 性 是 泛 函 分 析 中 的 一 个 重要 概 
念 .本 节 将 介绍 完备 性 概念 常见 的 完备 空间 、 完 备 性 等 价 命题 及 
度量 空间 的 完备 化 . 


$3.1 完备 性 概念 


先 回忆 一 下 R 中 基本 列 的 定义 . 设 {z,; 是 R 中 点 列 ,车 对 
Ve >0, 存 在 NE N, 当 n,m > N 时 , 恒 有 | z, - zw|<e 成 立 ， 
则 称 1x, | 为 基本 列 .类 似 可 定义 度量 空间 中 的 基本 列 . 

定义 3.1 设 (X,d) 是 度量 空间 , {z,| 是 X 中 点 列 , 若 对 
Ve >>0,JNEN, 当 n,m > NN 时, 恒 有 d(x,,zx,) < 成 立 ， 
则 称 {z,| 是 X 中 的 基本 列 或 柯 西 (Cauchy) 列 . 若 X 中 的 每 个 基 
本 列 都 在 X 中 收敛 , 则 称 X 为 完备 的 度量 空间 . 

定理 3.1 设 (X,d) 是 度量 空间 , 则 有 

(1) 收敛 列 是 基本 列 ; 

(2) 基本 列 是 有 界 的 ; 

(3) 若 基本 列 含有 一 个 收敛 子 列 , 则 该 基本 列 收敛 ,其 极限 即 
该 子 列 之 极限 . 

证 (1) 设 zx,、x EX, 且 zx,->x. 则 对 Ye>0， 3NEAN， 


当 ) > N 时 ,d(zz)< 所 ,从 而 n,m > N 时 ， 


daw)s 福 dr)+d(zzr)< py 十 = €. 
(2) 留 作 习题 . 
(3) 设 {z,| 是 X 中 基本 列 , 且 {z。 | 是 { zl 的 收敛 子 列 ,zw 


一 zi 一 co). 于 是 ,对 Vs >0,3NE AN, 当 m,n > Ni 时 ， 
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d(zzo)<S3Ns EN, 当 ;> Ns 时 ,d(z, ,zx)< 方 . 取 N 
= max|NNi,N;|, 则 当 n > N,i > N 时 ,n; 宇 i > NN, 从 而 有 
d(xs,7) Sd(z 7) + d(x ,7) < gS + = €, 
故 x, 一 x (n> %). 
例 3.1 设 X= 0Q, 定 义 Q 上 的 距离 为 欧 氏 距离 , 即 VY x ,x 
Eo@,d(z，z)=|z 一 ;| ,(Q,d,) 成 为 度量 空间 .我 们 知道 


QQ 是 不 完备 的 , 因 @ 中 基本 列 z， = (1+ 省) 在 Q 中 不 收 全 
令 
A=|rI0<z<4,r€ 0|, 
则 A 是 (Q ,4,) 中 闭 集 .事实 上 ,对 VzoE QO\ A, 则 zo<0 或 x。 
> 4. 不 妨 设 zx < 0, 则 356 > 0, 使 z。+ 6 < 0, 于 是 ， 
B(xo,6)= {rllz-zxol<6,r€E QCOQO\A, 

即 zo 是 Q\ A 的 内 点 , 当 zzo>4 时 类 似 可 证 zo 是 Q\ A 的 内 点 ， 
故 Q\ A 是 开 集 ,从 而 A 是 (2,d,) 中 闭 集 .A 中 基本 列 x，= 


(+ 去 】 不 收 伍 , 故 A 作为 子 空间 也 是 不 完备 的 . 


例 3.2 设 X=(0,1], 定 义 X 上 的 距离 为 欧 氏 距 离 . 易 知 z 


= 二 是 X 中 基本 列 , 因 在 R 中 ,lim 二 = 0 XX, 故 数列 x = 二 


nn 
在 X 中 不 收敛 ,X 作为 R 的 子 空间 不 完备 . 
当 一 个 度量 空间 完备 时 ,我 们 有 如 下 定理 . 
定理 3.2” 设 (X,d) 是 完备 度量 空间 , 则 X 中 非 空 子 集 下 作 
为 子 空间 是 完备 的 充 要 条 件 是 下 是 X 中 闭 集 . 
证 ”必要 性 ”由 定理 2.4, 只 需 证 F CF. 当 FF = OO 时， 
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下 CF. 设 F 关 人 ,对 VYzxo€ FF, 由 定理 2.2, 存 在 下 中 点 列 
[xz] (xz, 尖 zo),zv -xzo, 由 定理 3.1|z,| 是 X 中 基本 列 , 也 是 下 
中 基本 列 ,由 下 完备 知 z, -> yE 下 ,再 由 极限 的 惟一 性 知 zo = y 
E FF, 从 而 F CF,F 是 闭 集 . 

充分 性 ” 设 |z,| 是 下 中 基本 列 , 由 于 久 完 备 ,{x,| 在 XX 中 
收敛 , 设 {z, 上 | 收敛 于 xz。E€ 立 , 由 下 是 闭 集 及 推论 2.2 知 zo € 下 ， 
故 下 作为 子 空间 是 完备 的 . 

推论 3.1 设 (X,d) 是 度量 空间 ,下 是 X 的 完备 子 空 间 , 则 下 
是 X 中 闭 集 . 

在 例 3.1 中 ,由 于 @ 不 完备 ,我 们 看 到 它 的 闭 子 集 A = {x 10 
忒 z 世 4,x € 0Q1 作 为 子 空间 不 完备 .在 例 3.2 中 ,虽然 R 是 完备 
的 ,但 X = (0,1] 不 是 R 的 闭 子 集 , 故 它 作 为 子 空 间 不 完备 . 


$3.2 ”常见 的 完备 空间 


由 第 一 章 定理 2.8, 欧 氏 空间 R 是 完备 的 . 

例 3.3 (R",d,) 是 完备 的 (记过 1). 

证 ”以 n= 2 为 例证 之 . 设 x, = (zt zt ) (n= 1,2,……) 
是 R" 中 基本 列 .由 


dx) = | x" -xi | + | zx" — zx)? 0 (n,m—> 00) 
知 |z0” ,|zs" | 是 R 中 基本 列 ,由 R 的 完备 性 ,存在 x 中,zx 人 YE€ 
R, 使 
Zr). 令 = (zz 如 ) ER2z. 由 
di (zt) = | zz + |z -zt |? 0(n— oo) 
知 xz, 一 zz, 故 (R’,d,) (p 宇 1) 是 完备 的 . 
类 似 可 证 (C ,4d,) 是 完备 的 . 


例 3.4 ”连续 函数 空间 (C[a,b],d。) 是 完备 的 ,其 中 
96 


de(z,y) = max |z(1) —y(DI (Vzr(t) y(t) € Cla,b]). 
证 设 z, = z(t) 是 Cla,5] 中 基本 列 , 则 对 Ye>0,3N 
EN, 当 n,m > NN 时 ,有 
do(z,sxn) = max | z(t) — rn(t)| < e. 
从 而 有 
[z(t)— z(t) < e (ViE€ [a,bl,n,m > N). 
对 固定 的 +, 上 式 表明 数列 |z, (1)} 是 R( 或 C) 中 基本 列 ,由 R( 或 
C) 的 完备 性 , 它 收敛 ,其 极限 与 + 有 关 , 记 作 z(z), 这 样 就 得 到 一 
个 定义 在 [e ,2] 上 的 实 (或 复 ) 值 函 数 z(1),{z,(z)| 在 [a,65] 上 
处 处 收敛 于 z(t). 在 
|z(t) -z(t)|<e (ViE[ap]m >N) 
中 , 令 m-> 吕 得 
| zx, (2) -z(t)|<e (vie [a,bl,n > N)， 
这 表明 {x, (1)| 在 [a ,5b] 上 一 致 收敛 于 z(z). 由 第 一 章 定理 2.18 
知 z(z) 在 [a,5] 上 连续 . 即 x = z(t) € C[a,6], 从 而 (Cl[a， 
5b],d。) 是 完备 的 . 

例 3.5 有 界 数列 空间 /” 是 完备 的 . 

证 设 z = (zz oz ,…) 是 1” 中 基本 列 (n = 
1,2,…), 其 中 z)”E R( 或 C), 故 Ve>0,3NEN, 当 nm> 
NN 时 ， 

d(xss) = sup| 7" -rx™|<e. (2.16) 
从 而 
[zx -zx | < e. (n,m > Ni = 1,2,.) 

这 表明 对 任意 固定 的 j,x/,z,…,zM,… 是 R( 或 C) 中 

基本 列 ,由 R( 或 C) 的 完备 性 , 知 其 收敛 ,其 极限 记 为 zx (7=1, 
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2,…) ,于 是 得 一 数列 
二 全 二 加 
令 
Te SR 
在 (2.16) 式 中 令 m-> 吕 得 
|z™ -zt |<e (n> N,= 1,2,…), 
故 
d(zzo) = sup| x" -z" |<e(n > N)， 
JJ 
从 而 dz,zo)->0(m2 -co). 余 下 证 明 ze € 1” .事实 上 , 因 
本 Ep (ED 天 以 各 本 rt JE Ze 
AN+1 二 ， 民 2 ? ? 
故 3M > 0, 使 
sup| zx， “| 入 M. 
3 
而 


{N+1) 


( ) 
supl x |< supl 2 — zi + supl zi 1 和 es + M， 


故 
x0 = (x ,x ,0 ,0 ) 
是 有 界 数列 ,zu € 1”. 
例 3.6 p 次 惫 可 和 数列 空间 /1*(p 1) 是 完备 的 . 
证 设 z = (zz 和 zj) 是 2 中 基本 列 ,其 中 
XE R( 或 C), 故 对 Ve >0,3JNEN, 当 n,m > 六 时 ， 
dra) = (Da zm ) <e, (2.17) 


从 而 对 任意 j 之 1,| zf - zt | < e, 这 表明 0，zP zt， 
… 是 及 (或 C) 中 基本 列 ,由 及 (或 C) 的 完备 性 知 其 收敛, 它 的 极 
限 记 为 zx (7 = 1,2,…), 令 
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《9) (0) 
To 三 (x C2 ); 


由 (2.17) 式 知 对 任意 4， 
(¥ | 一 x 0) <el(m,n>N), 
j=1 


令 -> co, 得 


上 


1 
| 一 1*)? ee (n> N), 

i=! 
再 令 人 -> co 就 得 


jp 
dp (0) [DH — x i )? < es (n>N), 


J=1 
这 表明 zw ~ zo(n -> co). 余 下 证 明 wo。€ 411. 由 zx. EV. 沁 


击 


(可 | ?)* = C, 由 阅 可 夫 斯 基 不 等 式 
BoE DD -eraeo 


<(Tlz 


(0) AND 12 | CNrD 四 
( 7 wy ) + (已 2) 
= 7=1 
3 dp (To, TN )+ C 委 e+C， 


于 是 级 数 汶 | zr | 收敛 ,x i (zf zf ZE ZL2. 
例 3.7 尹 次 寡 可 积 函 数 空间 L*[u ,6] (之 1) 是 完备 的 . 
证 明 略 . 

§3.3 ”完备 性 等 价 命题 ”度量 空间 的 完备 化 


设 1B(z, ,7,)! 是 一 列 闭 球 ,如 果 满足 条 件 ， 
(1) 互 (z， ,71) DB(zr;,r,) DOD DB(z, ,7 ) DOD; 
(2) limr, = 0， 
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则 称 {B(z, ,r, )} 是 闭 球 套 . 
定理 3.3” 设 (X,d) 为 度量 空间 , 则 X 是 完备 的 充 要 条 件 
是 :对 XX 中 任意 闭 球 套 {B(z, ,7r,)|, 存 在 惟一 的 ze E X, 使 得 


zo EN Bz,r,). 

证 必要 性 ”考虑 球 心 所 成 点 列 {z,}, 对 Ym 宇 1, 当 n> 
m 时 ,BB(z, ,7,) CB(z, rn ), 故 xz € B(x ,rn), 于 是 

d(xzisTn) Sr, ”0 (n,m 一 co). (2.18) 
从 而 {z, 上 是 X 中 基本 列 . 由 X 完 备 知 |zo} 在 X 中 收敛 , 设 zx, 一 
zo E X. 由 于 d 是 连续 函数 ,在 (2.18) 式 中 令 交 一 co ,得 
d(zos7n) Er,, 

即 zo €E Br, sr,) (m = 1,2,.…), 


从 而 Xo€ A Br,r,). 


若 有 一 点 yE 则 B(x,,7,), 则 y € BB(z, ,7,) (n = 1,2,…), 于 是 
d(y,x) <r, >0 (no%). 
即 rz, ~ y(2 一 co), 由 极限 的 惟一 性 有 > = .ro 
充分 性 ” 设 {z,1 是 XX 中 任 一 基本 列 .由 于 {zx,| 是 基本 列 , 故 
存在 nj < ny 二 芝 之 …, 当 m,n 之 ni 时， 
dnsazn) < hr. 


在 X 中 作 闭 球 列 (zx 去) (k=1,2,…),， 当 y € 


1 
再 (,,, 直 7 时 ,由 于 
d(zn sy) SE d(x s xs, ) + d(x yy) 
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改 yE 万 ( z, 去 ), 即 有 
B(x) EB (zs 六 ) (k= 1,2,), 
而 且 lim 去 = 0, 因 而 | 百 (z,, ,去 ) | 是 闭 球 套 .由 条 件 知 

3zo EAB(z, 去 )， 


A 


于 是 d(zu za) 生 二 一 0 (一 oo)， 
这 表明 1z, | 的 子 列 { zs | 收敛 于 xu, 由 定理 3.1 知 zu -> zo(n 一 
co ), 故 X 是 完备 的 . 


在 第 一 章 中 ,我 们 已 经 看 到 ,由 于 实数 系 具有 完备 性 ,因此 它 
具有 很 好 的 性 质 及 广泛 的 应 用 . 而 有 理 数 系 8 不 完备 ,在 应 用 上 
就 会 造成 很 多 困难 ,比如 方程 zx” = 2 在 C 内 无 解 , 某 些 基 本 列 在 
Q 内 不 收敛 等 等 .将 Q 扩充 成 R 使 之 完备 化 后 ,我 们 应 用 起 来 就 方 
便 多 了 . 因此 ,我 们 设想 ,是 否 能 在 不 完备 的 空间 中 补充 一 些 新 的 
“点 "使 之 成 为 完备 的 度量 空间 呢 ?这 就 是 度量 空间 的 完备 化 问题 . 

定义 3.2 设 (X,d),(Y,p) 为 度量 空间 ,如 果 存在 一 个 满 射 
f:X 一 Y, 使 对 任意 x,y € X, 有 

d(xr,y) = p(f(zxz), f(y)), 
则 称 f 是 X 到 Y 的 等 距 映 射 或 保 距 映 射 , 并 称 ( 义 ,qd) 与 (Y,p) 是 
等 距 同 构 的 . 

定理 3.4 若 (X,d) 与 (Y,p) 等 距 同 构 , 则 

(1) (X,Z) 与 (Y,o) 拓扑 同 胚 ; 

〈2) (Y,po) 完备 的 充 要 条 件 是 (X,d) 完备 . 
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证 (1) 设 / 是 X 到 Y 的 等 距 映射 ,由 连续 映射 的 定义 ,显然 

/是 X 到 Y 的 连续 映射 . 当 . 关 y 时 ,车 /(.x:) = /(y), 则 有 
d(r,y) = p(f(x), f(y)) = 0. 

由 此 得 :x = v, 矛 盾 , 从 而 /Cr) -< /(v), 于 是 /是 单 射 ,而 等 距 同 
构 喘 射 为 满 射 , 故 /是 双 射 ,其 逆 映 射 广 存在 ,不 难 验证 广 :是 Y 
到 X 的 等 距 映 射 , 故 广 : 连续 ,于 是 (N,d) 与 (Y,p) 拓扑 同 胚 ， 

(2) 设 (X,d) 是 完备 的 ,下 证 (Y,p) 也 完备 . 设 1y,} 是 Y 中 
基本 列 , 令 = (yD). 则 3 = 由 

dtr) = pS) 1)) = pv ) 
可 知 |:x, | 是 XX 中 基本 列 , 由 六 完备 知 : 0! 站 化 , 设 x > EX， 
由 了 连续 得 
Jim = lim /(xz, ) = /(ro) EY, 

故 |y, | 收敛 于 Y 中 一 点 ,所 以 Y 是 完备 的 . 

当 (Y,p) 完备 时 , 同 理 可 证 (X,d ) 也 完备 . 

定理 3.5 (完备 化 定理 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,那么 一 定 
存在 一 完备 度量 空间 (X,d) ,使 (X,d) 与 (X,d) 的 某 个 稠密 子 
空间 ( W ,d ) 等 距 同 构 ,并 且 (X ,2) 在 等 距 同 构 意 义 下 是 惟一 的 ， 
即 车 (全 ,有 9) 也 是 一 完备 度量 空间 , 旦 (YX,d ) 与 ( 信 ,Q ) 的 某 个 稠 
密 子 空间 等 距 同 构 , 则 ( 尺 , 忆 ) 与 ( 叉 , 人) 等 距 同 构 . 

其 中 稠密 概念 ,可 参见 定义 5.1. 

如 果 我 们 将 两 个 等 距 同 构 的 空间 不 加 区 别 , 视 为 同一 的 , 则 完 
备 化 定理 可 改 述 为 ; 

定理 3.6 ”对 每 一 个 度量 空间 (X,d) ,都 存在 着 惟一 的 完备 
度量 空间 (X,d ) ,使 X 成 为 X 的 稠密 子 空间 . 

完备 化 定理 的 证 明 较 复杂 ,这 里 从 略 , 
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习 题 2.3 


1. 证 明度 量 空间 中 的 基本 列 是 有 界 的 . 
2. 设 集合 X 上 定义 了 两 种 距离 ,qd; , 若 存 在 常数 cl 、c， > 0, 使 对 任意 
ZiyE X, 有 
cdi(ry) dr,y) ecdi(r,y) 
则 称 距离 d, 与 4; 是 等 价 的 . 设 dd; 等 价 ,证 明 : 在 度量 空间 (X,di ) 与 
(X,d;) 中 ,基本 列 是 共同 的 ;收敛 点 列 也 是 共同 的 . 
3. 设 Z” 是 正 整数 所 成 集合 , 令 
d(m,n)= Im-n| (Vm,n€ 2:'), 
证 明 (2Z*' ,q) 是 完备 度量 空间 . 
4. 设 Z” 是 正 整数 所 成 集合 , 今 


d(m,n)= 二 - 二 | (Vm,n € 2°'), 


证 明 (Z” ,d) 是 不 完备 度量 空间 . 
5. 证 明 任 何 离散 度量 空间 是 完备 的 . 
6. 用 。 表示 收敛 实数 列 所 成 集合 ,证明 c 作为 1” 的 子 空间 是 完备 的 . 
7. 令 ;为 一 切实 数列 x = (xz, ,zx;，…,z,，…) 所 成 集合 ,在 s 中 定义 距 


离 为 d(z,y) = 2 去 "TT Ve ey 
(ys,… ,4 ,…) Es), 证 明 (5,4) 是 完备 度量 空间 . 

8. 设 (X,d) 是 度量 空间 ,1F, | 是 X 中 一 列 非 空间 集 , 若 满足 条 件 : 

(D FSFI%…IOF,I*, 

(2) diaF, = D, >0 (n— %), 
则 称 |F, | 是 一 个 闭 集 套 . 证 明 : 

(X,4) 是 完备 度量 空间 的 充 要 条 件 是 对 X 中 任意 闭 集 套 ,存在 惟一 的 
zo EX, 使 得 zo = 门下， 
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8$4 列 紧 性 与 紧 性 


在 第 一 章 中 我 们 曾 介绍 了 与 实数 系 R 的 完备 性 等 价 的 一 系 
列 命 题 ,如 列 紧 性 定理 、 有 限 覆 盖 定理 等 .本 节 将 在 一 般 的 度量 空 
间 中 讨论 这 些 命题 . 


8$4.1 紧 性 


在 实 直 线 中 ,有 限 闭 区 间 [a ,5] 具有 重要 的 性 质 ,如 [a,65] 上 
的 连续 函数 有 界 并 达到 其 上 (下 ) 确 界 ;[a ,6b] 上 的 连续 函数 必 是 
一 致 连续 的 ;[a ,b] 的 每 个 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 等 等 .在 这 些 性 
质 中 ,有 限 覆 盖 定 理 是 反映 [a ,5] 性质 的 最 基本 的 定理 ,因为 连续 
函数 在 [a ,5b] 上 的 有 界 性 、 一 臻 连续 性 等 ,都 可 用 有 限 覆 盖 定理 来 
证 明 .将 这 种 “有 限 覆 盖 性 ” 移 到 度量 空间 中 , 便 引 出 了 下 面 要 介 

定义 4.1 设 (X,d) 是 度量 空间 ,ACX,W= 1G 1AEA， 
人 A 为 指标 集 ,G, 是 X 中 开 集 | ,车 A CUG , 则 称 W 是 A 的 一 个 
开 攻 盖 . 若 W 是 有 限 集 , 便 称 W 为 有 限 覆盖 . 设 YCW , 且 少 也 是 
A 的 一 个 覆盖 , 则 称 久 是 W 的 子 覆盖 . 当 少 的 元 只 有 有 限 个 时 , 称 
YY 为 有 限 子 覆盖 . 

对 定义 4.1 读 者 可 参照 第 一 章 定义 2.2 及 例 2.2 来 帮助 理解 . 
显然 ,W = {G, 1 € A,G, 是 X 中 开 集 | 是 A 的 开 和 覆盖, 当 且 仅 
当 对 VrEA,I3A4€h, 使 z+ € 6G,. 

定义 4.2 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A CX, 如 果 A 的 任意 开 
覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 A 为 紧 集 ; 若 X 本 身 是 紧 集 , 则 称 X 为 
紧 空 间 . 

例 4.1 度量 空间 中 任何 有 限 子 集 是 紧 集 . 
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例 4.2 设 X 是 一 个 无 限 集 ,do 是 离散 距离 ,我 们 知道 离散 
度量 空间 (X ,do) 是 完备 的 (见习 题 2.3 第 5 题 ), 下 面 说 明 (X， 
do) 不 是 紧 空 间 . 事实 上 , 在 离散 度量 空间 中 ,对 Yzx € X， 


B(z 汪 )= [z| 是 开 集 ， 


W= |s(z,3)|ze x|= {{zilizE€EX! 


是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 它 显然 没有 有 限 子 覆盖 . 同样 ,对 X 中 任意 无 
限 子 集 A ,作为 子 空间 A 是 完备 的 ,而 且 A 是 有 界 闭 集 (diaA = 
1), 但 A 不 是 紧 集 . 

定理 4.1 设 (X,d) 是 度量 空间 , 则 有 

(1) X 中 有 限 个 紧 集 的 并 是 紧 集 ; 

(2) 设 K 是 紧 集 ,下 是 闭 集 且 下 己 K, 则 下 是 紧 集 , 即 紧 集 的 
闭 子 集 是 紧 集 ; 

(3) 紧 集 是 有 界 集 ; 

(4) 紧 集 作为 X 的 子 空间 是 完备 的 ,从 而 是 闭 集 . 

证 (1) 留 作 练习 . 

(2) 设 W= {1G; 1X€ A| 是 下 的 任 一 开 覆 盖 , 由 于 下 是 闭 集 ， 
从 而 F 是 开 集 . 

X=FUF C(UYUGIUF, 

即 (YG )U FF 是 X 的 开 覆 盖 , 当然 也 是 K 的 开 覆 盖 . 由 于 天 是 
紧 集 , 故 对 上 述 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 ,可 记 为 |G， GG, ,F°}, 
此 子 和 覆盖 也 是 下 的 覆盖 ,由 下 上 门 Fc = 0@, 故 {GG CN | 是 下 
的 覆盖 , 它 就 是 W 的 一 个 有 限 子 覆盖 ,于 是 下 是 紧 集 . 

(3) 设 K 是 X 中 紧 集 , 取 定 x。€ 天 ,考虑 开 球 B(xo,n) (n 
二 1,2,…), 对 YrEK, 必 jnE€EN, 使 n> d(z,zo), 故 过 所 
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B(xzo,n), 于 是 
K CUB(z0.n), 
即 W= {B(xzo,n) ln = 1,2,.| 是 K 的 -- 个 开 覆 盖 , 由 开 是 紧 
集 知 W 有 有 限 子 覆 盖 , 记 为 
by {B(xzo,ni), Brosn2), ,Bro, na ))|, 

不 妨 设 ni < 二 < , 则 KCB(ro,n,),Bh diaK <2n,, 
故 K 有 界 . 

(4) 设 下 是 X 中 紧 集 ， 
Br (xr,,r,) = {zld(rr) rr rE Fl(n= 1,2,.…) 
是 下 中 任 一 闭 球 套 . 记 
Bx(zxirs) = {xrld(r,x) rr E XI (n= 1,2,…), 
它们 是 X 中 的 一 列 闭 球 ,显然 

Br (x,,r,) 这 Bx (x ,7,) NF. 

下 面 证 明 


车 不 然 ,假设 
NBr(x,,r,) = 0, 

等 式 两 边 在 X 中 取 余 集 得 
UIBre(z,,7)] = X 
但 


U [Be(z, 7)]° =U [B(x,,r,) NF 


{[Bx(z,,7,)] UF] 


ll 
人 


= |U[ 束 (zsm)]51U 严 ， 
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故 FCX= 1U[B(z,r)] UF, 

亦 即 FCUIB (x, )). 

由 于 Bx(x,,r,) 是 闭 集 ， 故 [Bu(r,,r,)J] 是 开 集 ， 于 是 
1[By(7, ,7,)] = 1.2,…! 是 下 的 开 覆 商 . 由 于 下 是 紧 集 , 必 


存在 有 限 子 敌 苹 , 记 为 
(BC 11) ) se, Be (zr |, 


又 因 
再 Re 
故 
[Be(z, ,7,)) DD [Bx(x,,r,)]°, 
从 而 


FCU[ 束 (zs mm) 
不 妨 设 mm < n, < …< nn, 则 由 假设 条 件 , 有 
Bl i TO Br (re re 3 Br 

故 
[Br(z rs )] C [Bez ,7 )] Ce CC {Bez srs, )], 
从 而 

CULB (x, 7)] = [Br (x, mm)]， 
即 

Br(xs sr ) CF CIB sr, )), 


矛盾 .这 样 就 证 明了 入 Br(x, ,7,) 头 ,由 定理 3.3 知 下 是 X 的 
完备 子 空间 ,再 由 推论 3.1 知 FF 是 X 中 闭 集 . 


由 定理 4.1 及 例 4.2 可 知 , 在 一 般 度 量 空 间 中 ,有 界 性 与 闭 性 
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只 是 紧 性 的 必要 条 件 .然而 ,在 欧 氏 空间 R” 中 它们 却 是 等 价 的 . 

例 4.3 哆 氏 空间 R" 中 的 立方 体 M = | (zi,…,zx,)1-N 志 
Zi 二 NN,i = 1,2,…,n,NN 为 一 正 数 | 是 紧 集 . 

证 ”我们 以 R? 中 的 “立方 体 " 即 正方 形 M = {(zz)1- N 
委 zz 委 六 | 为 例证 明 , 尺 " 的 情形 证 明 相仿 . 设 W= |1G, 1X€ 
4} 是 M 的 任 一 开 覆 盖 , 下 面 证明 W 有 有 限 子 覆 盖 , 采 用 反 证 法 . 
车 W 没 有 有 限 子 覆 盖 , 即 M 不 能 被 W 中 有 限 个 开 集 所 覆盖 .将 M 
分 成 四 个 面积 相等 的 小 正方 形 , 则 这 四 个 小 正方 形 中 至 少 有 一 个 
不 能 被 W 中 有 限 个 开 集 所 覆盖 ,我 们 取 这 个 小 正方 形 并 将 之 记 为 
Ai .将 MI 又 分 成 四 个 面积 相等 的 小 正方 形 , 则 这 四 个 小 正方 形 
中 又 至 少 有 一 个 不 能 被 W 中 有 限 个 开 集 所 覆盖 ,我 们 记 这 个 小 正 
方形 为 M ,再 将 M, 分 成 四 个 小 正方 形 , 如 此 继续 下 去 ,得 到 一 列 
闭 正方 形 | M1 , 它 显然 是 一 个 闭 集 套 , 由 习题 2.3 第 8 题 , jz 


EM, ,由 于 zo € M, 故 存在 W 中 开 集 G ,使 zo € G ,由 Gu 
是 开 集 , 必 39 > 0, 使 B(zo,6)C G .对 VzEM,d(zzo) 
委 diaM, ~>0(7 一 co). 于 是 当 ) 充分 大 时 ,d(z,zo)< 9, 即 M， 
CB(zo,6)C G ,但 由 M, 的 构造 知 M, 不 能 被 W 中 有 限 个 开 集 
所 覆盖 , 现 M, 却 被 W 中 一 个 开 集 Ci 覆盖 住 ,矛盾 ,于 是 W 有 有 
限 子 覆盖 , 即 M 是 紧 集 . 

定理 4.2 ”在 欧 氏 空间 R" 中 , 子 集 A 是 紧 集 的 充 要 条 件 为 : 
A 是 有 界 闭 集 . 

证 ”必要 性 ”由 定理 4.1 即 得 . 

充分 性 ” 设 A 是 R" 中 有 界 闭 集 , 则 A 必 仿 在 某 立 方 体 M = 
zz ) 1-N<z; 才 N,i=1,2,…,n,N 为 一 正 数 | 之 中 . 
现 设 W= {G, 1 % € A| 是 A 的 任 一 开 覆 盖 , 由 A 是 闭 集 , 知 
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R"\A 是 开 集 , 且 |{R"\A} U WW 覆盖 了 R" ,当然 也 覆盖 了 M. 由 
例 4.3 知 M 是 紧 集 , 故 有 有 限于 覆盖 | R" \ AI U 1G 1 E 4， 
i =1,2,…,m|, 而 ACM, 于 是 {G, 1 4; € A,i=1,2,… ,ml 
覆盖 了 A , 它 就 是 W 的 有 限 子 覆 盖 ,从 而 A 是 紧 集 . 

由 定理 4.2 即 知 ,对 直线 上 任 一 有 界 闭 集 , 有 限 覆 盖 定 理 都 是 
适用 的 (参见 第 一 章 定理 2.7). 


§4.2 ” 列 紧 性 与 全 有 和 界 性 


由 直线 上 的 有 限 覆 盖 定理 ,我 们 引出 了 紧 性 的 概念 .类似 地 ， 
由 直线 上 的 列 紧 性 定理 ,就 导出 了 下 面 列 紧 性 概念 . 

定义 4.3” 设 (X,d) 是 度量 空间 .4 CX, 如 果 A 中 的 任何 
点 列 |x,| ,都 存在 收敛 子 列 |z, | (z。 一 工 E X), 则 称 A 为 列 紧 
集 .如果 X 本 身 是 列 紧 集 , 则 称 X 为 列 紧 空 间 . 

例 4.4 ”在 实 直线 R 中 ,A = (0,1) 是 列 紧 集 . 因 A 中 任意 数 
列 是 有 界 的 ,由 列 紧 性 定理 (第 一 章 定理 2.6) 知 其 有 收敛 的 子 列 ， 
故 开 区 间 (0,1) 是 列 紧 集 . B = [0, + co ) 不 是 列 紧 集 , 因 B 中 数列 
Tn 二 n(n = 1,2,…) 显然 没有 收敛 子 列 . 

在 列 紧 集 的 定义 中 ,并 没有 要 求 A 中 点 列 的 收敛 子 列 的 极限 
也 属于 A .如 果 A 是 闭 集 , 则 收敛 子 列 的 极限 也 属于 A .我 们 称 列 
紧 闭 集 为 自 列 紧 集 . 显然 ,4 为 自 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 A 中 的 任何 
点 列 必 含有 收敛 于 A 中 某 点 的 子 列 . 而 对 全 空间 而 言 , 列 紧 与 自 
列 紧 是 一 回 事 . 

定理 4.3 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 

(1) X 中 任何 有 限 点 集 是 列 紧 集 ; 

(2) 列 紧 集 的 子 集 是 列 紧 集 , 因而 任意 多 个 列 紧 集 的 交 是 列 
紧 集 ; 

109 


(3) X 中 有 限 个 列 紧 集 的 并 是 列 紧 集 ; 

(4) A CX 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 为 A 是 自 列 紧 集 ; 

(5) 如 果 X 是 列 紧 空间 , 则 它 是 完备 的 . 因而 自 列 紧 集 A 作 
为 子 空间 是 完备 的 . 

证 (1),(2),(3) 显然 ,只 证 (4),(5). 

(4) 充分 性 ” 设 A 是 自 列 紧 集 ,由 CA 及 (2) 知 A 是 列 
紧 集 . 

必要 性 ” 设 ix.1 是 A 中 点 列 ,由 定理 2.3(2) 知 ,对 每 个 nn 之 
1,3y€ A, 使 dL sy) < 二, 因 和 A 是 列 紧 集 , 克 A 中 点 列 1y,1 
有 收敛 子 列 {y。 | , 设 yn 一 yEX, 因 而 

d(x 'y) Sd jy +t dy ,y) 
< 工 +d(w ,yy) 0 (> 0), 
nk 

即 zx 一 y (& 一 co). 由 dy) 一 0 及 定理 2.3 知 y€ A, 也 
就 是 五 中 的 点 列 |.x, | 含有 收敛 于 元 中 点 y 的 子 列 |z, |, 故 元 是 
自 列 紧 集 . 

(5) 设 ic,| 是 X 中 基本 列 .由 于 X 是 列 紧 空 间 , 故 存在 {z,} 
的 子 列 | zw Zn 六 工 EE 义 . 由 定理 3.1 知 x 一 zt(n 一 00), 故 XX 
是 完备 的 . 

读者 应 注意 , 列 紧 集 作为 子 空间 不 一 定 完备 ;完备 的 子 空间 不 
一 定 是 列 紧 集 . 如 例 4.4 中 的 开 区 间 (0,1) 是 列 紧 集 , 它 不 完备 ;而 
[0, + co ) 是 完备 的 ,但 不 是 列 紧 集 . 

定义 4.4 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A C X,B CX, 如果 对 
Ye > 0,A 被 以 B 中 各 点 为 心 ,s 为 半径 的 开 球 全 体 所 覆盖 , 即 

A CYB(z,e) 
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则 称 B 是 A 的 一 个 es- 网 ,如 果 对 Ye > 0, 总 存在 着 A 的 有 限 e- 区 
{zi ,zs，…,X,| , 则 称 A 为 全 有 界 集 . 

例如 ,在 实 直线 玉 中 ,A = |0, + 1, +2,…| 是 玉 的 子 - 网 . 

例 4.5 设 A 是 度量 空间 中 紧 集 , 则 A 是 全 有 界 集 . 

证 对 Ve>0, 则 ACUB(z,e),BWW= 1B(z,e)1ZzE 
A| 是 A 的 开 覆 盖 ,由 A 是 紧 集 知 W 有 有 限 子 覆盖 , 记 为 

{B(z1,e),…,B(z,,e)}, 
即 
A CUB(a,e), 
故 |x,,…,z,| 是 A 的 有 限 e- 网 ,由 定义 知 A 是 全 有 界 集 . 
定理 4.4 ”度量 空间 中 的 全 有 界 集 必 是 有 界 集 . 
证 设 A 是 全 有 界 集 , 则 对 s = |, 存在 有 限 1- 网 , 记 为 zl， 
Zz2," ,Tan| ,于 是 对 YVYzEA,3 了 ,LI 生 & 壕 2, 使 dzz)<1， 
记 
Af = Mas, id) 

对 YziyEA4, 必 3ij1 委 iv 过 ”使 

dzz)<ld(y zi)<1， 
于 是 
d(zr,y) <d(r,r) + d(z;,y) 

Sd(z,ri) +d(zri,z) + d(z,y) 
<1+M+1=2+M, 

从 而 diaA 三 2+ M, 即 A 有 界 . 

例 4.6 设 (X,d。) 是 离散 度量 空间 , 且 X 是 无 限 集 . 易 知 


diaX = 1,X 是 有 界 集 . 下 面 说 明 X 不 是 全 有 界 集 , 事 实 上 , 若 X 
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是 全 有 界 集 , 则 对 。 = 志 ,X 有 有 限 才 - 网 x1,z2，…, zj. 即 
xca 人 (= 二)u (a' 寺 )Uu…U B(= 二) 
= Iz} U {zl UU iz,} 
Es re 
这 与 X 是 无 限 集 相 予 盾 , 故 X 不 是 全 有 界 集 . 

定理 4.5 ”( 豪 斯 道夫 (Hausdorff) 定理 ) ” 设 (X,d) 是 度量 
空间 . 

(1) 若 A 是 X 中 列 紧 集 , 则 A 是 全 有 界 集 ; 

(2) 当 X 完 备 时 ,X 中 子 集 A 为 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 A 为 全 
有 界 集 . 

证 (1) 采用 反 证 法 . 设 A 是 列 紧 集 ,A 不 是 全 有 界 集 , 则 必 
eo > 0,A 没有 有 限 eo- 网 . 任 取 x, € A, 因 A 不 能 含 于 B(x,， 
eo), 故 

jx, EA\B(zI,e,), 
因而 gd(zi,zz) 之 so. 同样 ,由 于 A 不 能 含 于 B(zi,eo) U B(x,， 
co) , 必 
3xz3€E A\[B(zi,e0) U B(xz, ,eo))], 
即 d(xz3,T1) 过 coyd(zi,zz) > eo. 
如 此 继续 下 去 ,得 到 A 中 点 列 | z, } ,满足 
d(zi,z) 宇 eo (i )). 
它 的 任何 子 列 都 不 是 基本 列 , 故 它 的 任何 子 列 都 不 收敛 ,这 与 A 
是 列 紧 集 相 矛盾 , 故 A 是 全 有 界 集 . 

(2) 必要 性 已 由 (1) 证 明 . 下 证 充分 性 . 设 (X,d) 完备 , 且 

A CX 是 全 有 界 的 .只 和 需 证 明 A 中 任 一 点 列 | z, 上 ,一 定 有 一 子 列 
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| z, ) 是 基本 列 , 由 完备 知 |z,, | 收敛 ,所 以 A 是 列 紧 集 .下 面 来 
证 {z, 上 中 必 有 一 子 列 是 基本 列 . 因 A 全 有 界 , 取 
@ = k= 1,2,), 


A 有 有 限 二 -网 A 由 定义 ,以 A, 中 各 点 为 中 心 ,el = 1 为 半径 的 


有 限 个 开 球 覆盖 了 A ,从 而 覆盖 了 点 列 1zx, | ,因此 至 少 有 一 个 开 
球 含有 |z, | 的 一 个 子 列 , 记 作 | zs | .同样 ,以 A, 中 各 点 为 中 心 ， 


es = 二 为 半径 的 有 限 个 开 球 覆 盖 了 |z| ,因此 至 少 有 一 个 开 球 
含有 |z 中 | 的 一 个 子 列 , 记 作 {z 包 | , 按 此 法 可 得 一 列 点 列 : 


(1) (D (0) 
RT 


(2) (2) 2) 
A 2 
(nm) (n) (n) 
IT Pe de 


这 些 点 列 中 的 每 一 个 都 是 前 面 一 个 的 子 列 , 并 且 第 个子 列 包含 
在 半径 为 e; = 区 的 开 球 中 . 取 上 表 对 角 线 点 列 作 新 点 列 [z 外 | (k 
= 1,2,…), 它 显然 是 |z, | 的 一 个 子 列 , 且 当 m > 时 ,1™) ,x 
同 会 于 半径 为 二 的 开 球 中 , 故 

dz ,zy) < 0m >h), 


由 此 式 即 知 {zi | 是 一 个 基本 列 . 
推论 4.1 ”在 度量 空间 (X,d) 中 ,A 是 自 列 紧 集 的 充 要 条 件 
是 :A 是 全 有 界 集 , 且 A 作为 子 空间 是 完备 的 . 
下 面 给 出 了 一 个 不 完备 空间 中 的 全 有 界 集 但 不 是 列 紧 集 的 例 
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¥: 
例 4.7 ”在 实 直 线 R 中 , 闭 区 间 [0,1] 是 紧 集 ,由 例 4.5 知 ,对 


Ve > 0,[0,1] 有 有 限 与 - 网 {x,,x，,…,z, .在 [0,1] 中 取 有 理 
数 7 4 ,… ,7 ,使 | 7 一 蔗 , | < 广 , 则 iron 是 [0,1] 的 e- 网 . 事 


实 上 ,对 YzE [0,1], 必 存在 i (01 入;i 委 四 ,使 |z 一 六 |< 与 ， 
此 时 


lz-rl<ir-zl+t|r -rl| 


€ € 
0 


故 |r mm 是 [0,1] 的 e- 网 , 它 当 然 是 A = [0,1]mn CQ 的 e- 网， 
而 且 
rr CA= [0,1]NeQ. 
现 考 虑 不 完备 度量 空间 (Q,d, ) ,其 中 ,d, 是 欧 氏 距离 : 
dlrx,y)= |z-yl. 
A = [0,1] 阁 是 @ 中 子 集 , 因 对 Ye >0,4 有 有 限 e- 网 {ri ,7,， 
…,1rs|, 故 A 是 Q@ 中 全 有 界 集 ,但 A 中 数列 


在 @ 中 无 收 和 伍 的 子 列 ( 因 x 一 站 & Q), 故 A 不 是 列 紧 集 


定理 4.6 ” 设 (X,d) 为 度量 空间 ,A CX, 则 A 是 自 列 紧 集 
的 充 要 条 件 是 A 为 紧 集 . 

证 ”下面 只 证 充分 性 ,必要 性 的 证 明 略 去 . 

充分 性 ” 设 A 是 紧 集 ,由 例 4.5 知 A 是 全 有 界 集 ,由 定理 
4.1,A 是 完备 的 ,再 由 推论 4.1 知 A 是 自 列 紧 集 . 

114 


由 定理 4.2 及 定理 4.6 直接 可 得 如 下 推论 . 
推论 4.2 ” 欧 氏 空间 R” 中 子 集 A 为 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 A 
为 有 界 集 . 
下 面 介 绍 两 个 具体 空间 中 集合 列 紧 性 的 判别 定理 (有 关 证 明 
从 略 ) 
定理 4.7( 阿 尔 采 拉 - 阿 斯 可 利 (Arzela-Ascoli) 定理 ) ”集合 A 
C Cla,6] 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 下 列 两 个 条 件 均 成 立 : 
(1) A 是 一 致 有 界 的 , 即 存 在 常数 ,使 对 一 切 zx(t) € A, 均 
有 
|z(2)|<k (Vt EE [a,b)); 
(2) A 是 等 度 连续 的 , 即 对 Ye > 0, 36 = 6(e) > 0, 使 对 
V(t)E A,Vii,ts € [a,b], 
只 要 |t - ti| < 6, 就 有 
|z(z) ee: z(t:)| 六 
定理 4.8 在 必 (p 之 1) 中 , 子 集 A 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 : 
(1) A 是 ( 必 ,d, ) 中 有 界 集 ; 
(2) 对 Ve>0,3N = Ne)E N, 使 对 
Vz=( zz)EA， 


都 有 


$4.3 ” 紧 集 上 连续 泛 函 的 性 质 


正如 我 们 前 面 所 指出 的 , 紧 集 是 直线 上 闭 区 间 [a ,6b] 的 某 种 
推广 , 紧 集 上 的 连续 函数 , 即 连续 泛 函 ,有 类 似 于 闭 区 间 [a,5] 上 
连续 函数 的 一 些 性 质 . 

定理 4.9 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A 是 X 中 紧 集 ;f:A 一 RR 
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是 连续 函数 , 则 
(1) f(x) 在 A 上 有 界 ; 
(2) f(z) 在 A 上 达到 上 、 下 确 界 , 即 /(z) 在 A 上 取 到 它 的 
最 大 值 与 最 小 值 . 
证 (1) 用 反 证 法 证 明 f(x) 在 A 上 有 上 界 .假设 f(z) 在 A 
上 无 上 界 , 则 对 Yn €E N, 必 zx,€ 4A, 使 
f(x,) >n. 

由 于 A 是 紧 集 即 自 列 紧 集 , 故 对 A 中 点 列 |xz,1 ,存在 收敛 子 列 
[zw jzw 一 xzoEA( 一 co). 因 三 在 zo 连续 ,由 定理 2.7 有 
zw) 一 (xzo) (一 co)， 

但 另 一 方面 ， 
fz,) > mo(k> 0%"). 
矛盾 , 故 f 在 A 上 有 上 界 .类 似 可 证 f 在 A 上 有 下 界 ,因此 /在 A 
上 有 界 . 
(2) 设 P= seR/(z), 由 上 确 界定 义 , 当 zE 4 时 ,zz) 往 p， 
且 对 任意 n € N,3jx,€ A, 使 
Bp- </(z,)<h. 
由 于 A 是 自 列 紧 集 , 故 存 在 {x, | 的 收敛 子 列 |z, | ,zx 一 zoEA 
(一 co). 由 
8- 交 < f(r) SB, 
令 k 一 0%0, 利 用 f 在 xo 连续 ,可 得 Bf(x0) 志 Bp, 即 f(zo)= 1. 
类 似 地 ,可 证 3 rx, € A, 使 f(xi) = inff(z). 
定理 4.10 设 (X,4) 是 度量 空间 ,A 是 X 中 紧 集 , f:A 一 R 


是 连续 函数 , 则 f 在 A 上 必 一 致 连续 . 
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证 参见 第 一 章 定理 2.17, 留 作 练习 . 
后 ,我 们 把 本 节 有 关 概 念 之 间 的 关系 总 结 如 下 : 


在 度量 空间 X 中 ,4CX 
A 是 紧 集 一 >A 作为 子 空间 完备 -一 *A4 是 闭 集 


| A 完备 

A 是 自 列 紧 集 “A 是 全 有 界 集 一 一 >A 是 有 界 集 
| A 用 

有 A 是 列 紧 


在 欧 氏 空间 FR" 中 ,AC R" 
A 有 界 =-=A 全 有 界 = 一 = A 列 紧 么 因 A 自 列 紧 =-=A 紧 


习 题 2.4 


1. 设 (X,d),(Y,p) 是 两 个 度量 空间 ,A 是 X 中 紧 集 , /:X -> Y 是 连续 
映射 ,证 明 /(A) 是 Y 中 紧 集 ( 即 紧 集 的 连续 象 是 紧 集 ). 

2. 设 全 是 度量 空间 中 的 全 有 界 集 , 证 明 :对 任意 给 定 的 e > 0, 可 以 取 A 
的 一 个 有 限 子 集 作为 A 的 e 网 

3. 设 [F,1(n = 1,2,…) 是 紧 空间 中 的 一 列 闭 集 : 

WD mn bm Ne 

并 且 忆 头马 ,证 明 丰 已 天 

4. 设 忆 是 度量 空间 中 紧 集 (” = 1,2,…) ,证明 : 骨 F, 也 是 紧 集 ; 有 限 
个 FF, 的 并 是 紧 集 . 

5. 设 (X,d) 是 度量 空间 ,Fi , F, CX, 定 义 F 与 F, 的 距离 为 d(F，， 
已) = ,如 d(z,y). 设 ,Fs 是 X 中 紧 集 ,证 明 : 

vyEF, 
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(1) 存在 zo € Fi,yo € F;, 使 dU(F,,F;) = d(xo,yo0); 

(2) 当 F, NF, = OOH,d(F,F,) >0. 

6. 举例 说 明 : 度量 空间 中 的 两 个 不 相交 的 闭 集 Fl ,Pa ,它们 的 距离 
d(Fl,F;) 可 能 为 零 . 若 将 已 为 闭 集 的 条 件 改 为 FF 是 紧 集 ,结论 如 何 ? 

7. 证 明度 量 空间 中 紧 集 上 的 连续 函数 必 一 致 连续 . 

8. 设 (X,d),(Y,p) 是 两 个 度量 空间 , /:X 一 Y 是 连续 映射 ,A 是 X 中 
列 紧 集 ,证 明 /(A) 是 Y 中 列 紧 集 . 


$5 可 分 性 


我 们 知道 ,有 理 数 集 8 在 实 直线 R 中 稠密 , 它 的 重要 性 在 于 ， 
Q 是 一 个 可 数 集 , R 中 的 每 一 个 点 ,都 可 用 @ 中 的 点 列 去 逼近 . 这 
样 ,有 了 时 在 R 中 讨论 某 个 问题 时 ,可 先 在 @ 中 讨论 ,然后 利用 稠密 
性 推广 到 整个 R 上 去 . 

定义 5.1 设 (X,4d) 中 有 两 个 于 集 A,B, 若 B 中 每 一 点 的 任 
一 邻 域内 都 含 A 的 点 , 则 称 A 在 已 中 稠密 , 若 日 = X, 则 称 A 在 
X 中 笛 密 . 

由 定义 ,Q 在 R 中 稠密 ;0 在 R\ Q 中 也 稠密 . 

定理 5.1 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A,B CX, 以 下 陈述 等 价 : 

(1) A 在 B 中 稠密 ; 

(2) BCA; 

(3) Yb EB,Ve >0,3a€ A, 使 4(a,b)<e; 

(4) Vb € B, 存 在 A 中 点 列 |a, | ,使 a, 一 b(n 一 %); 

(5) Ye > 0, 以 A 中 每 点 为 中 心 ,e 为 半径 的 全 体 开 球 覆 盖 


证 (1)=>(2) 对 YbEB, 若 bE€ A, 则 bE A, 车 b& A， 
由 A 在 B 中 秽 密 定义 ,b 是 A 的 聚 点 , 即 5 € 4 ,从 而 b E A. 
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(2)=>(3) 对 Yb5EB,VYVe>0, 车 bE€ A, 取 a = b;d(b,b) 
=0<e; 车 5 和 & A, 由 条 件 ,b € A“, 由 聚 点 定义 ,B(65,e) 内 含 A 
的 点 4a, 即 ja € A, 使 d(a,b)<<e. 


(3) 一 (4) 对 V5E B, 由 条 件 (3), 对 sy = 二 (n=1,2,…)， 


3a, E A, 使 (as,6) < 二 ,由 此 知 a 一 b(n 一 0%). 
(4) 一 (5) 对 Ve >0,YVb EB, 由 条 件 (4), ja, € A (n= 
2,…), 使 4, 一 5 (n 一 00), 故 当 n 充分 大 时 ,d(b,a,)<<e, 于 
是 bE€ Bl(a,,e), 从 而 BC UB(z, e). 
(5) 一 (1) 对 Y65 € B, 设 G 是 6b 的 任 一 邻 域 , 则 3s > 0, 使 


B(6,e) C G, 对 > 0, 由 条 件 (5),B CC Bl(= 号)， 故 ja € 


A, 使 bE B(a, 生 )， 即 d(5b,a) < 与 <e, 于 是 a € B(b,e)CC 
G ,由 稠密 定义 知 A 在 B 中 稠密 . 

例 5.1 在 欧 氏 空间 R" 中 , 令 A= { (ris,r2 ,7 ) lri€ 
Q,i = 1,2,…,n|, 则 A 在 R" 中 稠密 .事实 上 ,Ve > 0,Vz = 
zzzn) € R", 因 有 理 数 在 实数 中 稠密 , 故 了 rr ，…， 


rE€ 0 使 |z 一 1< 十, = (moms)€ A, 且 


azr) =, /Dlx -nl < 2 到 


f=1 yn 
由 定理 5.1 知 A 在 R” 中 稠密 . 
例 5.2 实 系 数 多 项 式 的 集合 Pfa,b] 在 (C[a ,5],dz。) 中 
稠密 (这 里 假定 C[a ,6b] 为 [a ,5] 上 实 值 连续 函数 空间 ). 
证 对 Vz =xz(t)EC[a,5], 由 Weierstrass 多 项 式 逼 近 定 
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理 (第 一 章 定理 2.20), 必 存 在 实 系数 多 项 式 序列 |p, (i)) ,使 
fp,(z)| 在 [a,65] 上 一 致 收敛 于 x(t), 即 对 Ve >0,3N = 
N(e), 当 n>N 时 ,对 YtE[fla,b], 有 |p,(t) 一 z(t)|<e, 从 
而 

de( 思 ,zz) = max | p, (1) ~ zx(t)|<e, 
上 式 表明 存在 P[a,b] 中 点 列 |p, 1 ,p, 一 工 ,由 定理 5.1 知 P[a， 
4b] 在 Cla,6b] 中 稠密 . 

定理 5.2 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A、B、CCX, 且 A 在 B 中 
稠密 ,B 在 C 中 稠密 , 则 A 在 C 中 稠密 . 

证 ”由 已 知 条 件 及 定理 5.1 知 ,BCA,CCB, 从 而 有 CC 
CA, 但 A 是 闭 集 (习题 2.2 第 3 题 ), 由 闭 集 的 充 要 条 件 ( 定 理 
2.5), 有 及 = 有 A, 故 CCA, 即 A 在 C 中 稠密 . 

例 5.3 设 Po[a,6b] 是 [a,6b] 上 有 理 系 数 多 项 式 全体 所 成 集 
合 ,Pla,b] 是 [a,b] 上 实 系数 多 项 式 全 体 所 成 集合 ,证 明 在 距离 
do (Xx,y)= max, | x(1) 一 y(7+)| 意 义 下 ,Po[a,6b] 在 P[a,6b] 中 
稠密 . | 


证 “对 任意 给 定 的 z(1) E P[a,6], 可 设 z(t) = ci ,其 
和 0 


中 为 固定 的 正 整数 ,c(i = 0,1,…,n) 为 已 知 实数 . 设 
AM = maxjl,lal,15|1， 
于 是 
| 和 有 委 MG =0,1,2…m). 
对 Ye >>0, 由 Q 在 R 中 的 稠密 性 , 取 r; € Q@ (i=0,1,2,…,n)， 
使 


Es i 
2 A re (i = 0,1,2,…,n), 
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xzo(t) = Drit' € Pola,b], 


i=0 


则 当 t € [a,6b] 时 ,有 


|z(t) - zo(z)| = [Dor = Drel 
= [Be — ri)t | 
<H|e-nlll 


dw (X20) = max | z(t) — zo(z)| 
过 3 < e， 

由 定理 5.1 知 Po[a,b0] 在 P[a,b] 中 稠密 . 

例 5.4 Po[a,b] 在 P[a,b] 中 稠密 ,P[a,b] 在 Cla,65j] 中 
稠密 , 据 定理 5.2, Po[a,b] 在 C[a,b] 中 稠密 . 

定义 5.2 设 (X,qd) 是 度量 空间 ,A CCX, 如 果 存 在 一 个 至 多 
可 数 的 集 BCX, 使 B 在 A 中 稠密 , 则 称 A 是 可 分 点 集 ( 或 可 析 点 
集 ). 当 X 本 身 是 可 分 点 集 时 , 称 X 是 可 分 空间 . 

由 定理 5.1 易 知 ,有 无 限 个 元 的 度量 空间 X 是 可 分 的 充 要 条 
件 是 :存在 一 个 可 数 子 集 A = fal,a2,…,a,,…| CX, 使 A = 
X. 

如 前 面 提 到 的 那样 , 当 所 研究 的 度量 空间 可 分 时 ,我 们 可 从 中 
选 出 一 个 可 数 的 稠密 子 集 去 研究 ,然后 利用 稠密 性 ,设法 将 研究 的 
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结论 推广 到 整个 空间 中 去 .可 分 的 度量 空间 的 重要 性 便 在 于 此 ， 
例 5.5 ” 欧 氏 空间 R”" 是 可 分 的 . 因为 由 例 5.1 知 A = {(m， 

mm)1mnEoOoi=12…,z 在 R" 中 稠密 . 显然 ,A = 

2x02x mxg `“X@, 由 @ 可 数 及 第 一 章 定 理 1.7 知 A 是 可 数 集 , 故 


R” 是 可 分 空间 . 

例 5.6 C[a,b] 是 可 分 空间 . 

证 ”由 例 5.4, 有 理 系数 多 项 式 全 体 Po[a,5b] 在 C[a,65] 中 
稠密 ,只 须 证 Pu[a ,5] 是 可 数 集 即 可 .对 任意 固定 的 n, 记 P,[a， 
0] = {x(t) 1 x(t) = aotartt+a,t",a € Q,i=0,1,…, 
nl, 显 然 ,P。[a,b] 与 Q Xx Q Xx… x Q 对 等 , 它 是 可 数 集 , 又 


Po[a,b] = UP。[a,6] 是 可 数 个 可 数 集 的 并 集 ,由 第 一 章 定理 
1.7 即 知 Po[a,b] 是 可 数 集 . 

例 5.7 空间 (1<p<+o%) 是 可 分 的 .因为 形 如 y= (y,， 
ym 10,0，…)( 其 中 y1 ,ys，,…,y。, 是 有 理 数 ) 的 点 的 全 体 A 
是 可 数 集 ,A 在 /* 中 稠密 .事实 上 , 任 取 zx = (zz JE 


,由 于 2 [1 收敛 , 故 对 Ve > 0, 必 有 m € N, 使 得 
lal < 售 ) ,再 取 有 理 数 办 使 1 一) < 
号) ;对 于 yy = |y1,…,y,,0,…| EA, 有 


| . i 
dlz9) = (Diy + Dzl)? 


j=!1 j=m+l 


<[(#) +(#)Y 
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EE 


由 定理 5.1 知 A 在 /中 稠密 . 
定理 5.3 L?[a,b] (1 三 p<+%) 是 可 分 空间 . 


证 略 . 
定理 5.4 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A 是 X 的 全 有 界 子 集 , 则 A 
是 可 分 点 集 . 


证 对 Ve>0, 由 于 A 是 全 有 界 的 , 故 A 有 有 限 e- 网 |xz,， 


1 

xz 内 是 A 的 志 网 , 令 B=U,B., 则 B 为 至 多 可 数 集 . 现 对 V6 > 

0, 必 存在 hE N, 使 <6, 对 VzE A, 由 于 BB, 是 A 的 二 -网 ， 
0 


故 存在 41< /内 ,使 zE B( zi 二), 即 dzzp)< 直 


0 
< 9, 而 zf E Bu CB, 由 定理 5.1 知 B 在 A 中 稠密 ,因此 A 是 
可 分 点 集 . 

推论 5.1 度量 空间 中 的 列 紧 集 、 紧 集 都 是 可 分 点 集 . 

例 5.8 有 界 数 列 空间 !” 是 不 可 分 的 . 

证 设 A= {rlz= (rz,…,z…),z = 0 或 证 , 则 
se Zi. 若 工 = (zis T2900 hy = (yi sys, Ys) € 
A, 且 之 关 y, 则 

d(xz,y) = sup| Ti -y|=1. 
又 因为 [0,1] 中 的 数 z 都 可 以 用 二 进 制 小 数 表示 : 
z 二 0.ziz2…z,…, 其 中 z= 0 或 1， 
所 以 [0,1] 可 以 与 A 建立 一 一 对 应 关系 , 即 A 的 势 是 ,因此 A 
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是 不 可 数 集 . 
假设 1” 中 存在 一 个 可 数 的 稠密 子 集 A。 ,以 Ao 中 每 个 点 为 中 


心 ,二 为 半径 作 开 球 , 则 !” 中 的 所 有 点 都 含 在 这 些 开 球 内 . 车 每 
个 开 球 至 多 只 含 A 的 一 个 点 ,我 们 将 这 个 点 与 球 心 对 应 ,这 样 A 
对 等 于 A。 的 一 个 子 集 ,从 而 A 是 至 多 可 数 集 ,这 与 A 是 不 可 数 集 
相 天 盾 .因此 存在 一 个 开 球 至 少 含有 A 的 两 个 点 z,y(z 关 y), 设 
此 开 球 的 中 心 是 zo, 则 

1= d(x,y)d(zr,ro)+ d(zoyy) < 到 + 证 = 了 
矛盾 .因此 1” 中 不 可 能 存在 一 个 可 数 的 稠密 子 集 , 即 1” 是 不 可 分 
的 ， 

我 们 知道 4” 是 完备 的 ,但 !” 不 可 分 ， 

习 题 2.5 


1. 设 (X,d)、(Y,p) 是 度量 空间 ,/:X->Y 是 连续 映射 ,A 在 X 中 稠密 ， 
证 明 /(A) 在 /(X) 中 稠密 . 

2. 设 (X,d) 是 度量 空间 ,A CC X, 且 A 是 可 分 点 集 , 证 明 : 存 在 A 的 子 
集 Al ,A 至 多 可 数 , 且 A, 在 A 中 稠密 . 

3. 设 (X,d) 是 完备 度量 空间 ,1G,| (n = 1,2,…) 是 X 中 一 列 开 集 , 且 


每 个 G, 都 在 X 中 称 密 ,证 明 站 C, 关 0. 
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第 三 章 ” 赋 范 线性 空间 及 其 上 的 线性 算 子 


在 上 一 章 中 ,介绍 了 度量 空间 及 其 性 质 . 在 度量 空间 中 ,通过 
“度量 ”引出 了 极限 的 概念 ,从 而 将 高 等 数学 中 研究 数量 关系 的 极 
限 、 连 续 等 概念 推广 到 了 度量 空间 .一 般 来 说 ,在 度量 空间 中 可 以 
没有 元 素 间 的 代数 运算 ,如 线性 运算 等 .但 在 数学 物理 等 实际 问题 
中 ,特别 重要 而 且 常 用 的 空间 大 多 是 对 线性 运算 封闭 的 线性 空间 ， 
在 其 上 既 有 代数 结构 又 有 度量 (拓扑 ) 结构 ,而 且 两 者 是 有 机 地 结 
合 起 来 的 ,例如 R",C[a,5b],/*,1L?*[a,6b] 等 空间 都 是 线性 空间 ， 
同时 也 是 度量 空间 . 

本 章 着 重 介绍 在 应 用 中 最 重要 的 一 类 特殊 的 抽象 空间 , 即 赋 
范 线性 空间 与 Banach 空间 及 其 上 定义 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 
理论 . 


$1 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 
本 节 主 要 介绍 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 的 基本 概念 、 基 本 
性 质 以 及 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 特征 等 内 容 . 
§1.1 线性 空间 、 线 性 算 子 与 线性 泛 函 


定义 1.1 设 X 是 一 个 非 空 集合 , 玉 是 数 域 (实数 域 R 或 复 
数 域 C). 如 果 在 X 中 规定 了 线性 运算 一 一 元 素 的 加 法 和 数 与 元 
素 的 乘法 , 且 满 足下 述 条 件 : 
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(A) X 关于 加 法 成 为 交换 群 , 即 对 任意 zx,y € X, 对 应 一 元 
素 wu E€ X, 称 为 zx 与 y? 的 和 , 记 为 w = x + y, 且 满足 

(1)x+y=y+x (加 法 交换 律 ); 

(2) (z+y)+z= 工 +(y+zxz) (加 法 结合 律 ); 

(3) X 中 存在 零 元 , 记 作 9, 使 得 对 任意 xz E X, 都 有 x+9 
= Zi 

(4) 对 任意 zxE X, 存 在 x EX, 使 得 z+z = 9; 通常 称 z 
为 z 的 负 元 , 且 记 这 = 一 并 

(B) 对 任意 x € X 及 任意 1 € K ,对 应 一 元 素 v € X, 称 为 和 
与 zx 的 数 积 , 记 为 w = Az, 且 对 任意 x,y E€ X 及 任意 1,w EK 满 
足 

(5) 1z = x; 

(6) A(px) = (Mp)x ( 数 乘 结 合 律 ); 

(7) (4+ py)r= Art+ pr| 

C8) AC +t) ty | ( 数 乘 分 配 律 )， 
则 称 X 为 ( 数 域 K 上 的 ) 线性 空间 或 向 量 空间 . X 中 的 元 素 也 称 为 
向 量 或 点 .当天 = R 时 , 称 X 为 实 线性 空间 ,当天 = C 时 , 称 X 
为 复线 性 空间 . 

由 定义 不 难 证 明 , 对 任意 x € X,AE 天 ,有 

0z=0, X06=0, (-1)zx =-zx. 

例 1.1 空间 K” K” 会 lx = (zzayzo)lzE K, 
i = 1,2,…,nj}, 对 于 任意 z= (zi,z2 ,5 ),y = (yis ya 
1) E K" ,A € KK, 定 义 加 法 与 数 乘 运 算 为 

Xt+y= (rt y+ 2 Tn + yn) 
AZ = (Ar15AT2 ,AT, ), 

则 K” 是 一 个 线性 空间 .特别 地 , 当 = R 或 C 时 , 记 为 R' 或 C". 

例 1.2 空间 Cla,6] C[a,6b] 表示 定 义 在 [a,6] 上 全 体 
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连续 的 实 ( 复 ) 值 函数 之 集 , 对 任意 z(t),y(t)E Cla,b] 及 任意 
4 E R(CC) ,定义 加 法 和 数 乘 运算 为 
(z+y)(t) = z(t) + y(t), 
(AMz)(t) = Az(7), 
则 C[a,2] 是 一 个 实 ( 复 ) 线性 空间 , 称 为 连续 函数 空间 . 

例 1.3 空间 K”” K”” 表示 元 素 为 数 域 K 中 的 全 体 
m X 7 和 矩阵 之 集 , 按 通常 的 矩阵 加 法 和 数 与 矩阵 的 乘法 ,K">" 是 
一 个 线性 空间 . 

例 1.4 ”空间 C'"[a,b] C"[a,6b] 表 示 定 义 在 [a,6] 上 
具有 n 阶 连续 导数 的 全 体 实 ( 复 ) 值 函 数 之 集 , 按 例 1.2 定义 的 加 
法 和 数 乘 运算 ,C" [a,b] 是 一 个 实 ( 复 ) 线性 空间 . 

例 1.5 空间 (1 过 p<+%) 


Plz = (rizr)| DD]z|? <+ oo|, 对 任意 
= 


r= (xis Ta Ts) yy 二 (yi A € ,以 及 任意 
A € K ,定义 加 法 和 数 乘 运算 为 
THYy = (T+ ys + yn TL, + Ys), 
Ar = (Azi Ar )， 
则 由 Minkowski 不 等 式 , 有 
(Dlartybp) < (Flap) ”+ (Tl) <+ ae， 
i=] i=1 i=1 

故 z+y€ ,而 Xr € 4 显然 ,所 以 前 面 定 义 的 线性 运算 是 有 意 
义 的 , 且 容 易 验证 定义 1.1 中 的 条 件 (1) - (8) 均 满 足 , 因 此 1* 是 
一 个 线性 空间 . 

类 似 地 ,对 于 有 界 数列 空间 /” (参见 第 二 章 例 1.4), 按 上 面 定 
义 的 线性 运算 也 是 一 个 线性 空间 . 

例 1.6 空间 L?[a,b] (1 过 p<+%) 
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[a,5] 会 1z() 为 [a,6] 上 Lebesgue 可 测 函 数 || | (1 di 


<+ co|} ,其 上 的 加 法 和 数 乘 运算 与 例 1.2 相同 ,利用 积分 形式 的 
Minkowski 不 等 式 即 知 上 述 线性 运算 有 意义 , 且 满 足 定义 1.1 中 的 
八 个 条 件 , 故 L?[a,6b] 是 一 个 线性 空间 .但 要 注意 L*[a,65] 中 的 
零 元 为 在 [a ,5] 上 几乎 处 处 为 零 的 函数 ,而 C[a ,5] 中 的 零 元 是 
[a ,5] 上 人 恒 等 于 零 的 函数 . 

下 面 介 绍 线性 空间 中 的 一 些 重要 概念 . 

线性 子 空间 ” 设 X 为 数 域 K 上 的 线性 空间 ,IM C X 为 非 空 
子 集 ,如 对 任意 x,y € M 及 任意 1 € K, 有 zx+y€ MR 及 ir € 
M, 则 称 M 为 X 的 线性 子 空间 (简称 子 空间 ). 例 如 ,X 和 {9| 都 是 
X 的 子 空间 ,C[a,6b] 是 L*[a,6b] (p 之 1) 的 子 空间 .车 M 关 XX， 
则 称 M 为 X 的 真子 空间 . 

子 集 张 成 的 子 空间 。 设 M 为 线性 空间 X 的 非 空子 集 , 以 
spanM 表示 M 中 元 素 所 有 可 能 的 线性 组 合 构成 的 集合 , 即 

spanM = [2 lz EM,AE KnE N | ， 

易 证 spanM 为 X 的 子 空间 , 称 为 由 子 集 M 张 成 的 子 空间 . 

线性 相关 与 线性 无 关 。 设 X 为 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 
Zi € X(i = 1,2,…,n), 车 存在 不 全 为 零 的 数 有 ,ki,…,k,E 
KK ,使 得 Eri + Ra za 十 十 kz = 9, 则 称 zj,zaz，…zn 线性 相 
关 , 和 否则 , 称 zl,za，…zw 线性 无 关 . 由 定义 可 知 , 若 由 有 zi + 
RazZz 十 … 二 Rnzn = 0 可 推出 &, = k, =… = k= 0, 则 过 
…，zn 线性 无 关 . 

基 与 维 数 。 设 X 为 线性 空间 , 若 X 中 存在 ”个 线性 无 关 的 元 
素 zi, za，…，zv ,使 得 对 任意 过 E X,z 都 可 表示 为 zi ,zy ，…, 之 。 


的 线性 组 合 , 即 z = > Ma (NE K,i = 1,2,…n), 则 称 
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[zyzzzi 为 和 的 一 个 基 , 而 7” 称 为 X 的 维 数 , 记 作 dimX = 
7 ,此 时 称 X 为 维 线 性 空间 .特别 地 , 若 X = {101, 则 称 义 为 零 维 
线性 空间 , 且 dim|12} = 0. 所 有 维 数 为 有 限 数 n(n = 0,1,2,…) 
的 线性 空间 统称 为 有 限 维 线性 空间 , 非 有 限 维 的 线性 空间 称 为 无 
限 维 线性 空间 ,此 时 dimX = + co. 泛 函 分 析 研 究 的 主要 对 象 是 无 
限 维 空间 及 其 上 的 映射 ( 称 为 算 子 或 泛 函 ). 

例如 , R",C”" 都 是 维 线性 空间 ,而 C[a,6b],l?*,L?*[a,b] 
(p 宇 1) 等 空间 都 是 无 限 维 线性 空间 . 

线性 同 构 ” 设 XX, ,X, 为 同一 数 域 Kk 上 的 线性 空间 ,车 存在 
从 X 到 X 上 的 某 个 一 一 映射 工 ,使 得 对 任意 z,y € X, 及 任意 
A EK, 满足 

T(z+y)= Tr+Ty, T(Azr) = ATz, 
则 称 X 与 X; 是 线性 同 构 的 ,映射 T 称 为 X, 到 X, 上 的 线性 同 构 
映射 . 

可 以 证 明 , 任 一 n 维 线性 空间 X 都 与 R" (或 C" ) 线性 同 构 . 

现在 介绍 线性 空间 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 概念 . 

定义 1.2 ” 设 X,Y 为 数 域 K 上 的 两 个 线性 空间 ,人 是 从 X 到 
Y 的 一 个 映射 ,如 对 任意 的 x,y € X 及 任意 的 XA, E K ,都 成 立 

T(Az + py) = MTr + pTy, 
则 称 了 是 线性 算 子 . X 称 为 工 的 定义 域 , 记 为 D(T) = X,N(T) 
会 {xz €E XITx = 9| 为 工 的 零 空间 ,R(T) 全 1Tz|zE X| 为 工 
的 值 域 , 易 证 它们 都 是 线性 空间 .特别 地 , 当 Y = K 时 , 称 工 是 线 
性 泛 函 , 对 于 线性 泛 函 ,常用 小 写字 母 (如 f) 来 表示 , 且 记 廊 为 
f(zx). 

例 1.7 设 X 为 数 域 K 上 的 线性 空间 ,a E K,a 为 常数 , 映 
射 T:X 一 X 定 义 为 Tz = ar (YzEX). 容 易 验 证 全 为 线性 
算 子 , 称 为 相似 算 子 , 记 作 al. 当 a = 0 时 , 称 了 为 零 算 子 , 仍 用 0 
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表示 ; 当 a = 1 时 , 称 T 为 单位 算 子 或 恒 等 算 子 , 记 作 了 

例 1.8 有 限 维 线性 空间 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 一 般 形 
起 , 

设 X 为 数 域 K 上 的 一 个 n 维 线性 空间 , 取 定 X 的 一 个 基 记 
作 t{e,e,,…,e,}. 对 于 任意 一 个 ” 阶 和 矩阵 (ay )。， 定义 映射 
T:X 一 XX 如 下 : 


当 z= 人 名 34 时 , 令 Tz = 2 rTe., 


其 中 ne 
由 定义 容易 验证 T 是 一 个 线性 算 子 , 它 在 线性 代数 中 被 称 为 
线性 变换 . 


因为 Tzr = DziTe, = Sa 
= 2 (Pari)e S Dye, 


此 处 Yj = Dear,l = 1,2,.…,n). 
由 此 可 见 ,T 由 矩阵 (a; ),、, 所 惟一 确定 , 有 时 直接 记 为 耳 = 
(a5 )wxn ,并 称 工 是 由 矩阵 (oa ),、， 确定 的 算 子 . 

反 过 来 , 设 T: 义 一 义 是 任 一 线性 算 子 ,由 于 Te, 是 el ,e,,…， 
eu 的 线性 组 合 , 故 必 有 和 矩阵 (b, ),、, 使 得 


Te; = bel + byies 十 … + Due， = 2 be (i = 1,2,…,7), 
;=1 


因此 , 当 z = 3 ze 时 ,由 工 的 线性 性 可 得 
i=] 


Tr = DuTe = Da (Dobe) 
i=1 ji=l 
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nn 


= (> sr je, , 即 工 是 由 矩阵 (5; ),、， 确定 的 


j=1 2 


算 子 . 

故 在 有 限 维 线性 空间 上 ,对 于 确定 的 基 而 言 ,线性 算 子 与 矩阵 
是 一 一 对 应 的 . 

下 面 考察 X 上 的 线性 泛 函 的 表示 . 

对 于 任意 一 组 数 hi ,4,,…,4, E KK, 定义 映射 f:X 一 KK 如 下 : 


i De 时 , 令 f(x) = 4 ,显然 /是 X 上 的 线性 


泛 函 , 且 有 f(e;) = Ai(i = 1,2，…,7). 
另 一 方面 , 设 g:X 一 天 是 线性 泛 函 , 则 只 要 令 = g(e;) 
(i = 1,2,…,n),g 便 可 表示 为 下 列 形式 
s(z) = 人 (六 ze; ) = Dar. 
因此 ,在 有 限 维 线性 空 5 间 。 上 ， 线性 泛 函 与 数组 之 间 存 在 着 一 一 
对 应 关系 . 
例 1.9 定义 映射 了 :CO [a,b5] 一 C[a,5] 如 下 : 
Tx(1)= x(t) (Vxr(t)€ CWV[a,b)), 
则 了 是 一 个 线性 算 子 , 称 为 微分 算 子 . 
例 1.10 ”定义 映射 /:C[u,b] 一 R 如 下 : 
f(z(0) = [z(t)dt (V z(t) € Cla,b)), 
则 由 定 积分 的 性 质 可 知 f 是 C[a ,5] 上 的 线性 泛 函 . 
$1.2 ” 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 


作为 欧 氏 空间 中 向 量 长 度 概念 的 推广 ,本 节 在 线性 空间 中 对 
向 量 引 入 范 数 ,得 到 赋 范 线性 空间 的 概念 . 
定义 1.3” 设 XX 为 数 域 K 上 的 线性 空间 ,如 对 任意 的 zxE X， 
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都 有 一 个 确定 的 实数 上 xz | 与 之 对 应 ,并 满足 下 述 条 件 ( 范 数 公 
理 ): 

(1) 正定 性 对 VzE€EX,lzrl 宇 0; 且 zl = 0 
z=0; 

(2) 正章 次 性 对 YzEX 及 ERK, zl=1Allzlls 

(3) 三 角 不 等 式 ”对 VYVzyEX,|z+yl 入 zl + 
| > 1;* 则 称 上 zx 上 为 向 量 z 的 范 数 ,X 按 范 数 外 | 成 为 赋 范 线 
性 空间 (简称 赋 范 空间 ) , 记 为 (X, 上， | ) 或 简 记 为 X. 

有 了 范 数 ,我 们 就 可 以 在 X 中 定义 一 个 度量 d, 即 对 Yz， 
y EX,d(z,y) 会 zx-y|, 易 证 (X,d) 是 一 个 度量 空间 ; 称 d 
为 由 范 数 诱导 的 度量 ,因此 赋 范 线性 空间 是 一 种 特殊 的 度量 空间 . 

定义 1.4 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,点 列 {z, 上 C X, 如 存在 
zrzE€EX, 使 得 lim | z, 一 z= 0, 则 称 {z, | 按 范 数 收敛 于 xz,z 称 
为 {zx,1} 的 极限 , 记 作 limzxz， = 工 或 z 一 x(n 一), 此 时 也 称 
{zl 为 X 中 的 收敛 点 列 . 

定义 1.5 设 (X,| |) 为 赋 范 线性 空间 ，d 为 由 范 数 
外 ， | 诱导 的 度量 , 如 果 (X,d) 作为 度量 空间 是 完备 的 , 则 称 
(X, 上. |) 为 Banach 空间 ,也 简称 X 为 Banach 空间 . 

下 面 举 一 些 常见 的 赋 范 线性 空间 和 Banach 空间 的 例子 . 

例 1.11 设 p 之 1, 对 Yr = (zzzn)E R", 定 义 


1 zl), = (B11)’ ,CR", 1. 1 ) 是 Banach 空间 . 

证 ”首先 验证 (R", | | ,) 是 赋 范 线性 空间 . 

易 证 ‖ . |， 满足 定义 1.3 中 的 正定 性 和 正 齐 次 性 条 件 ;由 
Minkowski 不 等 式 知 三 角 不 等 式 也 成 立 , 因 此 (R”, .| ») 是 赋 
范 线性 空间 . 

下 证 完备 性 . 
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R" 中 由 范 数 上 ，|| ,诱导 的 度量 az 为 
d, (zt,y) Ir-yl, (Zl -1*)?, 

其 中 z = (zyz2y nT) yy = (yn)ERR 

由 第 二 章 例 3.3 知 (R" ,d， ) 为 完备 的 度量 空间 ,因此 由 定义 
即 知 (R", ‖. 中,) 是 Banach 空间 . 

当 p =2 时 , 称 外 .| 为 Euclid 范 数 , 称 (R" ,外 .1 >) 为 ?> 
维 Euclid 空间 (简称 欧 氏 空间 ) , 简 记 为 R" .特别 地 , 当 x = 3 时 ， 
zl, = V xi + zx; + x3, 这 就 是 大 家 熟知 的 三 维 向 量 的 模 (长 
度 ). 

在 R" 中 还 可 以 引入 不 同 于 | 上， ,的 范 数 ,参见 习题 3.1 的 
第 4 题 . 

例 1.12 空间 C” 按照 上 例 中 定义 的 | ，|| , 也 是 Banach 空 
间 . 称 (C” , 外， 1:) 为 ” 维 复 欧 氏 空间 ( 西 空间 ) , 简 记 为 C". 

例 1.13 在 连续 函数 空间 C[a ,6] 中 ,对 任意 z(t)E C[a， 
0 ,定义 上 zl = max [z(t)|, 则 C[a,6b] 按 | 中 成 为 Banach 
空间 . 

证 ”容易 验证 C[a,b] 按 上 . | 成 为 赋 范 线性 空间 . 在 
Cla,6] 中 由 范 数 i. | 诱导 的 度量 d 为 
d(z,y) = max | z(2) — y(t)|(Yzr(t),y(t) € Cla,6b)). 
由 第 二 章 例 3.4 知 (C[a,651,4) 是 完备 的 度量 空间 ,因此 由 定义 
即 知 (C[a,6], 上 .|) 为 Banach 空间 . 

例 1.14 在 2(p 之 1) 中 ,对 任意 xz = (zz EL， 


定义 1 zi。 = (is 由 Minkowski 不 等 式 易 验 证 


(2, 上 .中 ,) 为 赋 范 线性 空间 ,由 第 二 章 例 3.6 可 知 (1?， 
.省 ,) 是 Banach 空间 . 
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例 1.15 在 L*[a,5] (p 之 1) 中 ,对 任意 z(1)€ L?[a,6b]， 
b ip 
定义 上 zl = (| 1z(o17dm] , 则 (Pa 1) 为 
Banach 空间 . 

对 于 例 1.15, 利用 Minkowski 不 等 式 容 易 证 明 (L?[a,6]， 
| . 中,) 是 赋 范 线性 空间 ,但 其 完备 性 证 明 较 难 ,此 处 从 略 . 

例 1.16 ”在 有 界 数列 空间 /” 中 ,对 任意 x = (x1,z2,…， 
2 € 三 ,定义 上 zj = sup| z, | , 易 证 /* 按 目下。 成 为 
赋 范 线性 空间 ,由 第 二 章 例 3.5 可 知 (1”, i . || 。 ) 为 Banach 空间 . 

注 :存在 不 完备 的 赋 范 线性 空间 .例如 将 C[a,b] 的 范 数 换 为 
fi (站 zCoPam) 时 就 成 为 不 完备 的 赋 范 线性 空间 
(证 明 从 略 ). 

$1.3 ” 赋 范 线性 空间 的 基本 性 质 


由 于 赋 范 线性 空间 是 度量 空间 (其 上 度量 由 范 数 诱导 ), 所 以 
关于 度量 空间 的 一 般 性 质 在 赋 范 线性 空间 中 也 成 立 . 另 一 方面 ,在 
赋 范 线性 空间 中 有 线性 运算 和 度量 两 种 结构 ,它们 之 间 有 一 定 的 
联系 . 

定理 1.1 设 XX 为 赋 范 线性 空间 ,z, ,yw , x,y EX,AAE 
K, 若 TT YY A >A, 则 zt y, > r+y, Nr AX. 

证 因为 上 jz, -zi 一 0,1y,-yl =0,|4, -4|~>0, 
所 以 由 (z+y)-(rty) llr -zl+iy,-yl 知 

Te i st y: 

由 于 ‖ Aszs 一 2z = | Gz, - az) + (Ar, - Xz) < 
1 一 2 有 z+141 上 z 一 zz 上, 且 | 中 z, 中 | 为 有 界 数列 , 故 
1 az 一 zz 一 0, 即 1.z。- 一 Ar. 
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定理 1.2( 范 数 的 连续 性 ) 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,z， 


zzEX, 若 zi 一 工 则 1 外 zol 一 外 zl 
证 由 jz = xz-z+zil<lz -zl+ilzl 
(3.1) 


得 zz zl 
z=.r + 


zal t+ lzh, 


另 一 方面 ,由 于 x 中 
(3.2) 


zr- 
所 以 zi -liz <lzr-zrl = lz,-zl. 
综合 (3.1),(3.2) 得 | jz 有一 zj 之 上 zx 一 zx 中 ,因为 
上 z, 一 x 一 0, 故 上 x, 一 上 xz. 
定义 1.6 ” 设 义 为 线性 空间 ,M 为 X 的 子 集 , 车 对 Y x， 
y€ M,lir+(1-4)y10 志 4 过 1C M, 则 称 M 为 X 中 的 凸 集 . 
由 定义 易 知 X 的 任 一 线性 子 空间 都 是 凸 集 . 
定理 1.3 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 则 X 中 的 球 ( 开 或 闭 的 ) 是 


凸 集 . 
证 ”以 开 球 B(zo,r) = jzExXllz=-zol < 为 例 来 
证 明 . 
对 Vr,y€ Blro,r), 令 z= Ar+(l -a4)y (0<i<1), 


则 有 
Mz—-zol = lar+(l—-A)y— zoll 
= lart+(l—-2)y- [Aro + (1—-A)zojl 
Allzr-zrol +(1-4)ly-zoll 
<Art+(l-aA)r=r, 
即 z€ B(xzo,r), 故 B(xzo,7) 为 凸 集 . 
对 闭 球 B(x。,r), 类 似 地 可 以 证 明 . 
定义 1.7 设 X 是 线性 空间 ,上 . 儿 和 外， 儿 : 是 和 上 的 两 
个 范 数 .如果 存在 正 数 c, 和 c, ,使 得 对 VYz E X, 有 cz 过 
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| zj sc | z 中, 则 称 范 数 上， 外 与 上 .上 是 等 价 的 . 


由 定义 可 知 ,车 上 :用 与 目 站 :等 价 , 则 下 和 与 下 
也 等 价 . 

定理 1.4 设 上 .上 和 上 .上 ,是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 
数 , 则 | :省 ,与 上 ， | 等 价 的 充分 必要 条 件 是 :在 (X, | ， 1) 


和 (X, 外， 站:) 中 点 列 的 收敛 性 是 相同 的 , 即 
| z, -= 工 儿 一 0 人 人 | zx, - 工 | 一 0. 

证 ”必要 性 由 定义 1.7 容易 证 明 . 下 证 充分 性 , 即 假定 
| xz, -zz 一 0< 坟 xz, - 工 | 一 0, 要 证 明 存 在 正 数 c1 ,ci， 
使 得 cy 由 科 1yl 科 cy 对 YyEX 成 立 . 

反 证 法 ”假定 不 存在 c, > 0, 使 得 对 YyE X, 有 |‖ y|1|: 乏 
cy|，, 则 对 VEN,3z EX, 使 得 | zj > 上 zz, 上， 

>n 


Ts Eo 
因此 | Zn ll21> Tn | 


令 m = 下 汪 , 便 有 1 > | y i, 有 Dy, =1, 


从 而 Wy < 二 对 VnE NN 成立, 因此 ‖ yw - 81 -0, 但 
1 y, - 61: = 1 不 趋 于 0, 这 与 假设 条 件 矛盾 .所 以 存在 c; > 0, 合 
得 Tyl, 过 cylyl | 对 Vy€X 义 成立. 

同 理 可 证 ,存在 c > 0, 使 得 yl, 二 ciy 上 ,对 VyE XX 成 
立 . 令 cf = 十, 则 有 

olyli<lyl,<elyli(Vye x), 

即 上 ，|， 与 上 .中 等 价 ,充分 性 得 证 . 

$1.4 ”有 限 维 赋 范 线性 空间 的 性 质 与 特征 


有 限 维 赋 范 线性 空间 是 指 维 数 为 有 限 的 赋 范 线性 空间 ,自然 
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具有 上 面 所 论述 的 基本 性 质 , 此 外 , 它 还 具有 一 些 特殊 的 性 质 . 
定理 1.5 设 (X, 上. 1 ) 为 n 维 赋 范 线性 空间 , {el,e;， 
…,e,| 为 外 的 一 个 基 , 则 必 存 在 两 个 正 数 m,M ,使 得 对 一 切 


这 -二 ze E X ,成立 
m(Dlal)” < 1z1sM 3 | 二 ) (3.3) 
证 对 Vz= Da EX, 有 


lzl =|3 zol< Dlallel 


pt 


(> | | 1)* (Dial 条 5 


= (Deol), zl <MD sl) (3.4) 


下 证 (3.3) 式 左 方 的 不 等 式 也 成 立 . 
以 下 就 X 为 实 赋 范 线性 空间 予以 证 明 , 对 复 空 间 情形 ,证 明 
完全 类 似 . 


记 S 人 lu = (ww,,u,) € R"| Dll = 1| 为 欧 氏 


空间 R" 中 的 单位 球面 , 则 S 为 R” 中 的 有 界 闭 集 ,因而 是 紧 集 . 
定义 函数 f:S 一 R 如 下 : 


fl(u)= [>uel (Vu= (uu us) € 5). 
下 面 证 明 f 的 连续 性 . 对 Vu = (zza…zo),u = 
(uauwn)ES, 由 (3.4) 式 , 得 
|f(u) - f(v)1= [Bd- Due 
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< -Brel 
= Da 一 v)e| 


<M(Y | 一 的 
由 此 可 知 ,f 是 S$ 上 的 连续 函数 . 
因为 S 为 R" 中 的 紧 集 , 故 由 第 二 章 $4 知 f 在 S 上 可 达到 最 
小 值 , 记 为 m ,而 由 了 的 定义 知 f 在 S 上 恒 取 正 值 ,所 以 m > 0, 故 
有 


f(u)= [Dol> m (Vu= (wu,u,,u) € S). 


现 对 Vz = Dre E X, 当 z = 9 时 ,(3.3) 式 左 方 不 等 式 
显然 成 立 . 当 工 天 0 时 ,由 于 


Xl _ 72; 二 Tn 
[ry Cel (Fla )” 
i 
帮 mw<| 和 7 a9|= 
EB (中 
即 "(Bah)" <|Dzel= zl. (3.5) 
综合 (3.4) ,(3.5) 两 式 即 得 (3.3) 式 . 
定理 1.6( 范 数 等 价 定理 ) ” 设 X 为 有 限 维 线性 空间 , 则 X 上 
的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 


证 设 dimX =n, |el,e;,…,e,| 为 X 的 一 个 基 , 上 ， Ds 
中, 为 X 上 的 任意 两 个 范 数 . 
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由 定理 1.5 知 , 存在 正 数 m1 ,ma,AMi,M:, 使 得 对 Yz = 
re € ,成立 下 面 两 式 
i=1 


m{ wa) ell eM( |a), 


1 3 让 1 
ma( zi) 过 上 zj， :<M(Plz 的 的 
仿 = 72 -MM 
令 a=m = mm ' 则 有 


C1 zl, 二 1 za ee 和 zx 
由 定义 1.7 即 知 外 ， 1, 与 外， 1: 等 价 . 
定义 1.8 设 X,Y 为 同一 数 域 上 的 两 个 赋 范 线性 空间 ,如果 
存在 映射 了:X -~ Y, 使 得 工 既 是 线性 同 构 映 射 又 是 同 胚 映射 , 则 
称 X 与 Y 是 拓扑 辐 构 的 、 
定理 1.7 设 X 为 n 维 实 赋 范 线性 空间 , 则 XX 与 欧 氏 空间 R” 
是 拓扑 同 构 的 . 当 XX 为 n 维 复 赋 范 线性 空间 时 ,XX 与 西 空间 C”" 是 
拓扑 同 构 的 . 
证 ”只 证 前 一 个 命题 ,后 一 个 的 证 明 完全 类 似 . 
设 |e1 ,ei,…,e,| 为 X 的 一 个 基 , 作 映射 了:X 一 尺 如 下 : 
人 (Vz = Due, € xX): 
易 知 T:X 一 R" 为 一 一 映射 , 且 是 线性 同 构 映射 . 
下 证 下 是 同 胚 映射 . 
对 Yx = yue EX, 由 定理 1.5 知 
ml Tz,<illzii <MI Tr|,. (3.6) 
对 VY 点 列 |z,| CX,z, 下 zo€ 义 ,利用 本 的 线性 性 及 (3.6) 


式 , 得 
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ml Tz, -= Trolls < lr, - zol <MI Tr, -Tzo1:， 

由 此 可 知 T,T-: 都 是 连续 映射 , 即 丁 是 同 胚 映射 ,因此 X 与 R" 是 
拓扑 同 构 的 . 

注 :定理 1.7 说 明 在 拓扑 同 构 的 意义 下 ,n 维 赋 范 线性 空间 与 
nn 维 欧 氏 空 间 R" (或 C" ) 是 等 同 的 ,因此 R"(C" ) 可 看 成 是 维 赋 
范 线性 空间 的 模型 . 

推论 1.1 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 Banach 空间 ; 任 一 赋 范 线 
性 空间 的 有 限 维 子 空间 是 闭 子 空间 . 

证 ”由 定理 1.7 中 (3.6) 式 及 R"(C") 为 Banach 空间 ,直接 
得 证 . 

定理 1.8 设 X 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 ,Y 为 任意 的 赋 范 线 
性 空间 . 如果 T:X 一 Y 是 线性 算 子 , 则 工 是 连续 的 . 

证 设 dimX =n,iel,es,…,e,| 为 XX 的 一 个 基 , 对 Yx= 


六 ze EX 定义 上 zl =( 半 [a|)”, 易 证 1 .为 X 上 
和 全 
的 范 数 ,由 定理 1.6 知 | 外, | :与 X 上 的 范 数 外 ， | 等 价 , 因 此 存 
在 M >0, 使 得 对 Vr€E XxX, 有 上 zl,<Mlzl. 
对 XX 中 任意 点 列 |z | ,如 x: 一 zo E XX, 要 证 明 Tz 一 Tzo. 
设 尽 = Drs (k = 1,2,: = De, 
则 | Tz, =- Tr, 上 = T(z 


< (Dzze) (DT) 
i i=1 


( 
= (DN Te 0) Nz — zo ls 
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< (Dlr) Ma l, 
由 此 便 知 当 x; 一 xo 时 , Tz 一 Tro, 故 本 连续 . 
在 区 别 有 限 维 与 无 限 维 赋 范 线性 空间 的 某 些 特征 方面 ,下 面 
的 下. Riesz 引 理 起 着 关键 的 作用 . 
定理 1.9(F.Riesz 引 理 ) ” 设 M 是 赋 范 线性 空间 X 的 真 闭 子 
空间 , 则 对 任意 e > 0, 存 在 zu E X, 使 得 | ze | = 1, 且 
nf |z-zol 宇 1-e. (3.7) 
证 ”因为 M 尖 X, 所 以 存在 ziEXNM,zi 天 0, 令 d= 
名 用 zi 一 工 ||, 由 于 M 为 财 集 , 故 d > 0. (因为 ,如 果 d = 0, 则 
存在 点 列 {z 小 C M,|z -zl 一 ad=0 即 zi 一 ZEM= 
AM ,这 与 rz 气 M 矛盾 ) 


不 妨 设 0 < s < 1( 和 否则 (3.7) 式 显然 成 立 ), 由 于 
由 下 确 界 的 定义 ,存在 y, € M ,使 得 


d 
l-e 


>d, 


1z -yw1<T. 
令 ed (注意 zi 关 y1, 上 zt-yi 上 | >0)， 
则 | zol = 1, 且 对 任意 x €E M, 有 


ee | = | 
1 Yi 


= Tl -ylzr+y)- zl, 
因为 z,y € M, 故 zi-yl 上 z+y€M, 且 
lz -yz+y) -zl a. 
d 
从 而 lr-zl>T iT >!l-e (YreM), 
141 


即 if zzol 宇 1-e,(3.7) 式 得 证 . 

定理 1.10 ” 赋 范 线性 空间 X 为 有 限 维 的 充 要 条 件 是 X 中 的 
任意 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

证 ”必要 性 ” 设 dimX = ,由 定理 1.7 知 与 R"(C") 是 
拓扑 同 构 的 . 设 X 到 R"(C" ) 的 拓扑 同 构 映射 为 (具体 定义 见 定 
理 1.7 中 的 证 明 ),M 为 X 中 的 任意 有 界 闭 集 , 则 M 的 象 集 T(M) 
全 jyly = Tz,VzE€ Mj 为 R"(C") 中 的 有 界 闭 集 ,从 而 T(M) 
为 R"(C" ) 中 的 紧 集 . 因为 ! 连续 ,由 第 二 章 知 连续 映射 将 紧 集 
映 成 紧 集 ,所 以 M = TI(T(M)) 为 X 中 的 紧 集 . 

充分 性 ” 设 X 中 的 任意 有 界 闭 集 是 紧 集 ,由 于 XX 中 的 单位 球 
面 S 全 jzExXl lzll = 1 是 有 界 闭 集 (S 为 闭 集 的 证 明 留 作 练 
习 ), 故 S 是 X 中 的 紧 集 .下 面 要 证 明 X 是 有 限 维 的 . 

用 反 证 法 , 设 X 是 无 限 维 的 , 任 取 x, E S, 令 Mi = 
span|zi|, 则 Mi 为 X 中 一 维 真 闭 子 空间 , 由 F.Riesz 引 理 ,存在 
zs E S, 使 得 

lz-zl>3 (Vz€ Mi). 
令 ”M, = span|zi,zaj ,由 上 式 可 知 x ,zs 线性 无 关 , 故 M, 为 
X 中 二 维 真 闭 子 空间 ,再 由 F. Riesz 引 理 ,存在 +; € S ,使 得 
lz-zl>$ (YzeEM)， 
此 式 表明 zi ,za ,zs 线性 无 关 , 且 由 于 假定 了 XX 为 无 限 维 赋 范 线 
性 空间 ,M3 = span|z1,z;,Zz3| 关 久 . 依 此 类 推 ,反复 运用 FF. Riesz 
引 理 , 便 可 得 到 S 中 的 一 个 点 列 |z, | ,使 得 
Ee 


显然 [zx, | 的 任 一 子 序列 都 不 是 Cauchy 列 , 因 而 {z,} 没有 收敛 子 
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序列 ,这 与 S 为 紧 集 相 矛 盾 ,因此 X 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 . 
推论 1.2 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 则 下 述 四 个 条 件 彼此 等 
价 : 
(1) X 是 有 限 维 的 ; 
(2) X 中 的 任意 有 界 闭 集 是 紧 集 ; 
(3) X 中 的 单位 球面 S 是 紧 集 ; 
(4) X 中 的 单位 闭 球 巨 (0,1) 全 fzE X| zx 中 壹 1 是 紧 集 . 


习 题 3.1 


1. 在 线性 空间 C[a,65] 中 ,定义 
Tzr(t) = [zx(u)du (Yr(u) € Cla,b)), 


f(zx) = x(au (Yr(u) € Cla,b]), 

验证 了 为 线性 算 子 ,为 线性 泛 函 . 

2. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,证 明 对 Yz,y € X, 有 

{zh olyll< lzr-yl. 

3. 设 久 为 赋 范 线性 空间 ,|z, | 为 X 中 的 收敛 点 列 , 证 明 其 极限 惟一 , 且 
1 | 上 为 有 界 集 ， 

4. 在 R" 中 ,对 Vz = (rza 和 va) 定义 外 1。 = max|z|, 证 
明 上 .是 R?* 上 的 范 数 . 

5. 在 Cla,6] 中 ,对 Vzx(t)E C[la,b], 定 义 上 xz] = 1z(D1de, 证 


明 上. 中 为 CLa,6b] 上 的 范 数 . 
6. 在 C"M[a,6b] 中 ， 对 Vz(t) E C"m[a,6]， 定义 zl = 


max{ max, | z(1) | , max, Iz’(2)| aa | z(t)|1, 证 明 (Cm[a,6b]， 
| 中) 为 赋 范 线性 空间 . 

7. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,证 明 X 中 的 单位 球面 S 会 [x € X| zl = 
1| 为 闭 集 . 


8. 证 明 :Banach 空间 X 的 子 空间 M 是 Banach 空间 的 充 要 条 件 是 M 为 
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X 中 的 闭 子 空间 . 
9. 设 义 、Y 为 赋 范 线性 空间 ,了 :X -> Y 是 线性 算 子 ,证 明 :了 连续 < 和 > 


对 XX 中 的 任 一 点 列 |zx,|, 当 工 , 习 9 时 ,有 Tr, 一 0. 
10. 设 义 为 赋 范 线性 空间 ,点 列 |z,| C X,zr 天 9 (n= 1,2,…), 车 


2 一 了 工 ( 工 天 0) ,证 明 下 2 本 一 下 二 本 
11. 设 义 为 赋 范 线性 空间 ,点 列 |z, | CXX, 数 列 {4, CC 下, 且 zw 一 工 
Ah ~ ,证明 Xz 一 AMz (n,m 一 00). 


12. 设 X 为 Banach 空 间 ,点 列 lz, 上 |CX, 且 > 1 z, | 收 但 ,证 明 Dx, 
n=l1 n=1 
在 X 中 收敛 ( 即 证 S, = zi +z+…+z(z = 1,2,…) 按 X 中 的 范 数 收 


剑 )， 
13, 设 X,Y 为 线性 空间 ,T:X 一 Y 是 一 一 对 应 的 线性 算 子 ,证 明 逆 算 


子 T 也 是 线性 算 子 . 
$2 有 界线 性 算 子 


赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 于 是 泛 函 分 析 的 主要 研究 对 象 之 
一 ,有 关 线 性 算 子 的 理论 在 物理 学 ,力学 及 工程 技术 中 都 有 着 重要 
的 应 用 . 本 节 介绍 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 基本 概念 和 
基本 性 质 . 


§2.1 有 界线 性 算 子 及 其 范 数 


第 二 章 §2.3 介绍 了 度量 空间 上 一 般 连 续 映 射 的 概念 和 基本 
性 质 ,对 于 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 ,其 连续 性 应 理解 为 在 由 范 
数 诱 导 的 度量 下 的 连续 . 

例 2.1 设 X = Y= Cla,6b6]， 范 数 为 zl = 


ax | zx(z)| ,定义 T:C[la,65] 一 Cla,6] 为 Tz(z) = | z(wau 
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(Yz(G)ECla,5]), 则 开 是 Cfa,5] 上 的 连续 线性 算 子 . 
证 “ 易 知 了 是 线性 算 子 ,下 证 T 是 连续 的 . 
对 Yz(t),y()E C[a,5], 则 


I Tx(t) -TO1 = |f eC) 
| co ~ yu))au 


= max 
aSreb 


委 max re 


a<it<bJa 


< max| lz-yldu 


=(b-a)lzr—-yl, 

由 第 二 章 $2.3 可 知人 在 C[a,b] 上 的 每 一 点 处 都 连续 ,因此 栈 
是 C[a,5] 上 的 连续 线性 算 子 . 

下 面 引 人 有 界线 性 算 子 的 概念 ,后 面 将 会 知道 ,在 赋 范 线性 空 
间 中 ,线性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 是 等 价 的 ,这 是 线性 算 子 所 具有 
的 特殊 性 质 . 

定义 2.1 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T:X-> Y 是 线性 算 子 ， 
如 存在 常数 K > 0, 使 得 

1 TzilsKlzl (Vr€ XxX) (3.8) 

成 立 , 则 称 人 为 (X 上 的 ) 有 界线 性 算 子 ,否则 , 称 人 为 无 界线 性 算 
子 . 

由 定义 知 例 2.1 中 的 工 是 有 界线 性 算 子 . 

例 2.2 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 定义 T:X -> X 为 
It = x (Yr EX), 称 1 为 X 上 的 恒 等 算 子 或 单位 算 子 , 易 知 了 I 
为 有 界线 性 算 子 . 

例 2.3 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 , 定义 0:X -> Y 为 
0z =0(YzEX), 称 0 为 X 上 的 零 算 子 , 易 知 0 为 有 界线 性 算 
于 
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例 2.4 定义 T:C[a,b5] 一 C[a,b] 如 下 : 

Tz(s) = | KG,oDz(od (Vzx(s) € C[a,p])， 
其 中 K(s,z) 在 正方 形 闭 区 域 [a,b] x [a,b] 上 连续 , 称 其 为 算 子 
人 的 核 (T 称 为 Fredholm 积分 算 子 ) ,证明 T 为 有 界线 性 算 子 . 

证 ”容易 验证 了 是 线性 算 子 ,下 证 了 T 有 界 . 

因为 K(s,t) 在 有 界 闭 区 域 [a ,6b] x[a,b] 上 连续 ,所 以 必 有 
界 , 设 对 一 切 a 三; 过 5b,a 志 1 壹 5, 有 |K(s,1)| 过 MM (M 为 常 
数 ). 对 Vz(s)E Cla,6b], 由 


| Tzll = ax Lx t)zr(t)di 


max| “|K(s, t)| | zz) ld 


< max| IK(s,t) de * max | z(t)| 
<M(b-a)llzl, 
知 工 是 有 界 的 , 即 TT 是 有 界线 性 算 子 . 
例 2.5 设 A = (a;),x, 为 一 实 矩 阵 ,定义 了 :R" -> R” 为 


Tr =A4Azr(yz=(zzz)7ER"), 则 人 是 有 界线 性 算 
子 ( 称 T 为 矩阵 A 所 确定 的 算 子 ). 


证 ” 易 知 了 是 线性 算 子 ,下 证 工 是 有 界 的 . 
对 Vz = (zzz)7 ER 记 Tr = (yi 人， 


)7, 其 中 y= Past = 1,2,…,m), 由 第 一 章 $5, 有 


i :=1 j=1 
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则 上 Tz; 二 Kl zl,, 故 工 是 有 界线 性 算 子 . 

例 2.6 设 X 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 , Y 为 任意 赋 范 线性 空 
间 ,T:X 一 Y 为 线性 算 子 ,证 明 人 是 有 界线 性 算 子 . 

证 设 dimX = n, |ei,es,…,e,| 为 X 的 一 个 基 , 则 对 


Vz E X,z 可 表示 为 = 3 zei, 由 于 了 线性 ,所 以 Tz = 
i=1 
STe, ,从 而 有 
i=1] 
站 rzl = |rTel< Sxl Tl 
i=1 i=1 


< max | Te :2 lzl. 


i=1 


容易 验证 | z | = | x | 是 X 上 一 个 范 数 ,由 于 有 限 维 赋 


范 线性 空间 上 的 任意 两 个 范 数 都 等 价 (定理 1.6), 所 以 存在 常数 
M > 0, 使 得 1zl = lz|<MIzl, 故 Tz xs 
M max | Te 中 .zx 中, 即 工 是 有 界线 性 算 子 . 

例 2.6 说 明 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 都 是 有 界线 性 
算 子 ,但 无 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 不 一定 都 是 有 界 的 , 见 
下 例 . 

例 2.7 设 X 表 示 区 间 [0,1] 上 全 体 多 项 式 构成 的 赋 范 线性 
空间 (无 限 维 ), 其 范 数 为 xz = max |z()| (Vz(t) € X). 
定义 了 ;X_> X 为 

Tr(t) = z(z)， (微分 算 子 ) 
则 工 是 线性 算 子 ,但 为 无 界线 性 算 子 
证 厂 线 性 显然 ,下 证 工 无 界 
令 z(t)=2" EX(n=1,2,…), 则 zl = rj = 
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ms lr |= 1, 但 是 Tz (z) = nt ,所 以 上 Tz, = | ne” 


mi | |= ,从 而 站 = ， -> co, 因 此 不 可 能 存在 党 


0OSt<1 2 
数 K >0, 使 得 上 Tri 过 Kz 对 Vzr EX 成 立 , 即 工 是 无 
界线 性 算 子 . 

定理 2.1 设 T:X 一 Y 为 线性 算 子 , 则 全 是 有 界线 性 算 子 
当 且 仅 当 人 将 X 中 的 有 界 集 映 为 Y 中 的 有 界 集 . 

证 ”必要 性 ” 设 开 为 有 界线 性 算 子 , 即 存在 开 > 0, 使 得 对 
VxzE€EX, 有 上 Tz 过 Kixzl. 设 A 为 X 中 有 界 集 , 则 存在 
M > 0, 使 得 对 Yr € A, 有 irl 过 M, 从 而 对 Vzx€ A, 有 
Tz 三 Kilzl 过 KM, 即 T(A) 为 Y 中 的 有 界 集 . 

充分 性 ” 取 B 会 lz €E X| zj 壹 1} 为 X 中 单位 球 ,由 假 
设 知 T(B) 为 Y 中 有 界 集 , 即 存 在 M > 0, 使 得 对 VzE B, 有 
| Tz | <M. 


对 YzE X,z 关 0, 则 下 E B 故 | T( 下 二 |<wr, 电 


于 工 是 线性 算 子 ,所 以 | 了 (TT ) = TI1Tzl <M,m 


Tz 二 Mizl (YzE€EX,z 关 0); 当 x = 0 时 ,前 式 也 成 立 ， 
故 了 为 有 界线 性 算 子 . 

由 定理 2.1, 我 们 对 定义 2.1 有 了 更 形象 和 直观 的 理解 . 充分 
性 的 证 明 过 程 表明 , 当 线性 算 子 将 单位 球 映 为 有 界 集 时 , 它 就 是 有 
界线 性 算 子 . 

定理 2.2 设 T:X 一 YY 为 线性 算 子 , 则 工 是 XxX 上 的 连续 线 
性 算 子 当 且 仅 当 T 在 某 一 点 zw E X 处 连续 . 

证 ”必要 性 ”显然 成 立 . 

充分 性 对 VYzx € X, 若 点 列 |z,| CX, 且 x, 一 工 , 则 
ZX 一 工 +Xo 阅 Xo, 因 本 在 zo 处 连续 , 故 T(zx, -zz+zo) 一 

148 


Tzo, 即 Tx, - Tz + Tro 一 Tzo, 从 而 Tr, ~ Tz, 由 第 二 章 $2 
知 工 在 z 处 连续 ,再 幅 的 任意 性 知 信 是 X 上 的 连续 线性 算 子 . 

定理 2.3 ” 设 了 :X 一 Y 为 线性 算 子 , 则 工 是 有 界线 性 算 子 
当 且 仅 当 人 是 连续 线性 算 子 . 

证 ”必要 性 设 工 有 界 , 即 存在 K >0, 使 对 VzEX, 有 
ITzl <Klzl. 

对 VzxE€E 久 , 设 点 列 |zx,| CX, 且 x, 一 xz, 则 

| Tz, ~ Trl = | T(z, -zx)| <KIz,-zl —0, 
即 Tz, 一 Tz, 故 工 是 连续 线性 算 子 . 

充分 性 ” 用 反 证 法 , 设 T 连续 但 无 界 , 由 定义 2.1 知 , 对 
Vn EN, 存在 zx, € XX,x, 关 90, 使 得 Tz, | >nlz,l, 令 


= EX 则 1y -901 = yl = 二 -0, 由 下 的 
连续 性 ,应 有 Ty, -> 79 = 0. 但 另 一 方面 ， 


Im = |r(aE)|= ir >1 


(n = 1,2,…), 两 者 相互 矛盾 , 故 是 有 界线 性 算 子 . 

下 面 引入 有 界线 性 算 子 的 范 数 的 概念 . 

设 了 :X 一 了 为 有 界线 性 算 子 , 则 存在 K > 0, 使 得 对 一 切 
XEX, 有 上 Tz 过 Kz1. 当 工 为 有 界线 性 算 子 时 ,满足 前 
式 条 件 的 正 数 K 有 无 穷 多 个 ,我 们 定义 所 有 这 些 K 的 下 确 界 为 算 
子 了 的 范 数 , 即 有 如 下 定义 . 

定义 2.2 设 T:X 一 Y 为 有 界线 性 算 子 , 称 TT|| 会 
inf {K >0| 1 Tz 秋天 | zl ,VzxE€ Xi} 为 有 界线 性 算 子 工 的 
范 数 (下 一 小 节 将 证 明 | .|| 确实 满足 范 数 公理 ). 

由 定义 2.2, 可 知 下 式 成 立 : 

1Tzl 和 llTrlllzl (yzexX). (3.9) 
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关于 有 界线 性 算 子 的 范 数 , 有 下 面 的 定理 , 可 看 成 是 范 数 
| 代目 的 等 价 定义 ,定理 本 身 也 提供 了 求 算 子 范 数 的 常用 公式 . 
定理 2.4 设 T:X 一 Y 为 有 界线 性 算 子 ， 


则 TI -加 -| - 瀑 171= 品 1m1 
(3.10) 
证 ”由 定义 2.2, 知 


1Tl =inflK >0ll Trl<KI|zl,vVr EX| 
=in{K >0l | Trl<KI|zl,vrE€E X,r 0| 


inf|K >ol | -TT lk,yzre X,z 关 | 


2 | Tz 工 
-TzT ” 当 zr(TET]| 
= “sup | Tz. 
Hrh=1 
再 证 | Trl = sup || Tr| . 
党 ， 潜 ， | 


因为 1Tzllzex,lzl=Cllrlllze xX, 
外 zl 科 了 1， 
所 以 小 | Trl < sup | Tz |. (3.12) 


1 =1 lzhlsi 


另 一 方面 , 由 (3.9) 式 , 当 zl 1 时 ,有 Trl 过 
THzl < IlTI= ,Ne | Tz 路 ( 前 面 已 证 得 ), 故 


Hcl=1 
sa | Trl < , 梁 | Tzl. (3.13) 
tzher rl=1 


结合 (3.12),(3.13) 两 式 即 知 (3.11) 式 成 立 ,从 而 (3.10) 式 
得 证 . 
一 般 情 况 下 ,计算 有 界线 性 算 子 的 范 数 是 比较 困难 的 事 , 下 面 
举 几 个 较 简单 的 例子 用 以 说 明 , 希 望 能 对 读者 有 所 启示 . 
例 2.8 设 X 关 101, 则 X 上 的 恒 等 算 子 的 范 数 等 于 1, 零 算 
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子 的 范 数 等 于 0. 
例 2.9 对 于 欧 氏 空间 尺 ? ,定义 T:R? -> R2 ,此 处 下 是 由 矩 


阵 A = 3 所 确定 的 算 于 ， 求 ‖ 工 | 


解 对 Vz=(zz)7reR2, 则 
: Ean [3z 十 zx; 
1 j= bi + 3zx2) 
| Tz |, = ((3z, + xz) + (zr+3r2))" = (10(z? + zx?) 
+ 12zizz] ,由 定理 2.4, 有 
ITI 3 | Tz 1 = sup (10+ 12zizz) 2 
De | Tn 


:中 [10 -6((z za)2 -1)) 


+ 


:sop ， [16 - 6(zi -zx2)) 1 = 


T=Ar= | 


外 


try= 


注 : .这 里 也 可 用 高 等 数学 中 的 Lagrange 乘 数 法 来 求 ,SU (10 


+ 12zizz)22 ,读者 可 以 试 一 试 . 
例 2.10 求 例 2.1 中 的 有 界线 性 算 子 了 的 范 数 . 
解 由 例 2.1 知 ,对 Vz(t) € C[a,6b5], 有 
TTzl| <(6-a)lzrl, 


故 ITH S65-a. (3.14) 
另 一 方面 , 取 xo(1) 二 1€ Cfa， 6], 则 zoll =1, 1 Tro ll 
= max | | zo(u)du = max|lt-al=6-a. 


由 定理 2.4, 外 开外 = JSP Trl 宇 HTrol =6b-a, 再 
由 (3.14) 式 便 知 TI =b- 4a. 
例 2.11 定义 T:L[a,b] 一 C[a,b] 为 
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交 (D) = [z()du (Yz() € L[a,b)), 


此 处 C[a ,5] 中 的 范 数 为 ez = max, | z(7)| .证 明 个 是 有 界 
线性 算 子 ,并 求 上 | 工 | . 

证 ”由 Lebesgue 积 分 的 性 质 知 个 是 从 L[a,b] 到 C[a,5] 中 
的 线性 算 子 .下 面 证 明 全 是 有 界线 性 算 子 . 

对 VYz(t)EEL[a,o], 则 


| Tzl = wax || zu)du 
a<t<b a 


Eel i 


= zcoldz = jz 路 (L[a,6] 中 的 范 数 )， 
故 工 为 有 界线 性 算 子 , 且 TT 之 1 
另 一 方面 , 取 zo(t) 二 EL[a,b], 则 中 zol, = 1， 
且 有 1T1 = ,spp Tel > 7zol 
S 本 
= mgs|| Bid 
= mag|f=s|=1, 
即 丰 工 | 达 1, 而 前 面 已 知 TH 过 1, 故 TI =1. 
例 2.12 ”对 于 例 2.11 中 的 算 子 了 , 当 把 工 看 成 上 L[a ,5] 一 


L[a,b] 的 算 子 时 , 则 TI = 5-a. 
证 对 Vz(t)E€EL[a,b], 则 


| Tz |, = [fecalar 


< (fz a) 
< (falar)ae 
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到 [ zfde = C6- a) xi 
i 
另 一 方面 ,对 使 得 w+ 二 < 成 立 的 任 一 n € N( 记 所 有 这 些 
1 的 集合 为 P), 作 函数 xz, (4) 如 下 : 


[ 

|, 
X(t) = 

lo a+ <teb. 


显然 ex, 上， = 1, 且 有 
Tx, 1 = ‘ [ft )du | dt 


= 证 (| dr jd 十 国 [a Cdu ld 
三 | — a)dt+ | [三 va 十 | oa lu 


1 1 
= 吉 + 人 2-e-)=2-“ 让， 
从 而 TH = ,stp l Tz > supl Tx,l!=6b-4a, 已 证 
TH 过 5-a, 故 T= bp~a. 
$2.2 ”有 界线 性 算 子 的 空间 


设 X,Y 为 同一 数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,以 B(X,Y) 表示 
从 XX 到 Y 中 的 全 体 有 界线 性 算 子 构成 的 集合 (这 里 集合 中 的 元 素 
是 算 子 ) ,特别 , 当 X = Y 时 , 记 B(X,Y) = B(X). 
下 面 在 B(X,Y) 中 引入 线性 运算 . 
对 YT,T, EE B(X,Y) 及 YAEK, 
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定义 加 法 运算 为 
(Ti+T)z= Tirt+Tr (Vr €EX), (3.15) 


定义 数 乘 运算 为 
(aT)zr = ATIr (Yr € X). (3.16) 
显然 ,Ti + T, ,MT 都 是 线性 算 子 . 
首先 ,关于 B(X,Y) 有 如 下 结论 . 
定理 2.5 有 B(X,Y) 按 线性 运算 (3.15) 与 (3.16) 及 定义 2.2 
中 有 界线 性 算 子 的 范 数 上 |， 上 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 


证 ” 先 证 B(X,Y) 为 线性 空间 ,由 (3.15) 与 (3.16), 只 和 需 证 
明 对 VT,T,E€ B(X,Y) 及 YAEK, 有 
Ti+T,€BX,Y), AT € B(X,Y). 
事实 上 ,对 Vz EX， 
由 于 (T+ Ti)zll = Tiz+T2zll 


和 1Tzl+1Tzll 
<ITIlzl+ |T,llzl 
= (TH + HT )lzl, 
及 GT)zl = 1aTixrll = 1al 1 Tzl 
Ia Tzl, 


故 Ti+ T,€ B(X,Y),4T) € B(X,Y), 因 此 B(X,Y) 是 一 
个 线性 空间 . 
由 定理 2.4, 可 用 |‖ 工 上 = 没 上 Tz | 作为 B(X,Y) 中 元 
Hrl=1 
素 的 范 数 , 下 证 B(X,Y) 按 外 .1 成 为 赋 范 线性 空间 , 即 证 
上 ， | 满足 范 数 公理 中 的 三 个 条 件 . 

(1) 对 YTE B(X,Y), 显 然 eT 宇 0, 且 当下 = 0 时 ， 
TH = 0; 如 果 上 TH = 0, 则 对 Yzx €E X, 有 Tri 过 
TT zl = 0, 即 Tx = 9, 故 工 为 零 算 子 . 
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(2) 对 VTEB(X,Y) 及 YAEK, 有 
aT = sag QT)rl = seh aTx | 


Rd=1 dri= 


= ja ssp Tel = 1all Tl. 
y= 
(3) 由 前 面 已 知 对 Vz € NX, 有 
T+ Ti)zl AT HT 
故 上 T+T 上 T+ Tl (YT,,T € B(X,Y)). 
因此 ,B(X,Y) 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 
定理 2.6 ”如果 Y 是 Banach 空间 , 则 B(X,Y) 也 是 Banach 
空间 . 
证 设 { 人 ,为 BCX,Y) 中 的 任 一 Cauchy 列 ,要 证 明 {T,} 
在 B(X,Y) 中 收敛 ( 按 算 子 范 数 ). 
因为 1T,| 为 Cauchy 列 , 所 以 对 Ye > 0, 存 在 N >0, 当 
nm >N 时 ,有 TT,-T,| <e. 
任 取 EX, 当 n,m > 入 时 ,有 
Tr- Tz eiT,-T,lilzl <elzl, 
(3.17) 
故 iT,z| 是 Y 中 的 Cauchy 列 , 依 假设 Y 是 Banach 空间 , 所 以 
{7T,z| 在 Y 中 收敛 于 Y 中 的 一 个 元 素 , 记 为 y, 即 lim Tv = y. 
现 定义 T:X ->Y 为 
Tz =y= lim 7 (Vx EX). (3.18) 
下 面 先 证 明 TE€ B(X,Y). 
对 Yri,r2EXR 及 V4,4， EK, 有 
T(Azx1 + 2 ) = lim T, (A1x: + A,7,) 
下 lim (2 Tr + As Tr) 
= 2 lim Tr + A lim Tz 
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= Te + ATra， 
故 工 为 线性 算 子 . 

当 ,m > NN 时 ,由 于 i iT 上 -jjT | ;<< 中 T, -TT, | 
< e; 故 1 下 为 R 中 Cauchy 列 ,从 而 为 有 界 数列 , 设 外 了 工 | 
Ka=1,2, 7), 则 由 上 Tri 和 上 Tiixl<KIDzl， 
令 n->%m, 得 Tri 迄 Ki xv (Yix EN), 因 此 械 为 有 界线 
性 算 子 , 即 TE€ B(X,Y). 

最 后 证 明 i TT, | 按 B(X,Y) 中 的 算 子 范 数 收 化 于 工 . 

在 (3.17) 式 中 , 令 m -> oo, 得 

Te- Tlelxr! 对 一 切 xx EE 六 成 立 (n > NN 时 )， 
所 以 有 1 T,-Ti| 志 e (n> N),BplimT, = 了 

至 此 已 证 明了 B(X,Y) 为 Banach 空间 . 

下 面 对 于 B(X,Y) 中 的 算 子 列 引 入 两 个 不 同 的 收敛 概 

定义 2.3 ” 设 算 子 列 1T ICBCX,Y),TEB(CX,Y), 如 果 
lim 1 人 =- 工 | = 0, 则 称 算 子 列 | 邢 ,| 按 范 数 收敛 于 工 或 称 | 工 ,| 
一 致 收敛 于 械 , 记 为 T, 一 TT (hn 一 %). 

定义 2.4 设 算 子 列 1T ICBCX,Y),TEB(X,Y), 如 果 
对 VzEX, 有 lim 有 Tz -Tr =0, 则 称 算 子 列 |T,| 强 收 伍 于 


工 或 称 |T, 上 | 点 态 收 敛 于 工 , 记 为 工 -=-T(n -> 00). 

由 定义 易 知 , 若 1T,| 按 范 数 收敛 于 本, 则 |T,| 必 强 收敛 于 
T, 下 面 的 例子 说 明 反 过 来 不 成 立 . 

例 2.13 对 YnE€N, 定 义 T,:/ 一 /2 如下; 

Tr = (0,0,°…,0, xn 3 Tur," ) 
(Vz = (zc € [7), 
证 明 : 
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(了 人 
(2) 1 下; 强 收敛 于 零 算 了 0 但 ;人 | 并 不 按 范 数 收敛 于 0. 
证 (1) 对 YnE€N, 易 证 TT, 为 线性 算 子 . 对 VzxE0, 因 


为 Tx 有， SE ) < (Dl) = rl 
| Ts Se 
(2) 对 Vx= (rr ) EE 2, 则 二 ) Iz) <+%, 


从 而 Te -0z1;= (局 ) ”一 0 (4%), 即 {T,| 强 
收敛 于 零 算 子 0. 


今 取 6, = (0,0,…,0,1,0,0,… , 则 | e, 1 = 1, 县 
1 Te 上 = LA 从 而 
上 也 = sup | Tz, | Te, ||, 
[A 5 
由 前 述 已 知 上 TT 趾 志 1, 故 T= 1 = 1,2,…), 从 而 


TT, 一 014 = 1 -> 0, 即 iT,! 并 不 按 范 数 收敛 于 零 算 子 0. 
$2.3 ” 紧 算 子 


紧 算 子 在 积分 方程 及 许多 数学 物理 问题 中 都 有 着 重要 的 应 
用 ,其 性 质 与 有 限 维 空间 上 的 算 子 相近 似 . 本 小 节 介绍 紧 算 子 的 概 
念 及 基本 性 质 , 在 本 章 的 最 后 ,我 们 再 概略 地 介绍 一 下 有 关 紧 算 子 
的 谱 理 论 . 

定义 2.5 设 义 ,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T:NX -> Y 为 线性 算 子 ， 
如 果 对 X 中 任意 有 界 集 M,T(M) 为 了 中 列 紧 集 , 则 称 为 紧 算 
子 或 全 连续 算 子 . 从 X 到 Y 的 紧 算 子 的 全 体 记 为 C(X,Y), 当 
X = 工时 , 记 为 C(X). 
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定理 2.7 设 TEC(X,Y), 则 TE B(X,Y), 即 紧 算 子 必 
为 有 界线 性 算 子 . 

证 “由 定义 ,对 X 中 任 一 有 界 集 M ,T(JM) 为 Y 中 列 紧 集 ， 
而 列 紧 集 是 有 界 集 , 故 T(JM) 是 Y 中 有 界 集 ,由 定理 2.1 知 个 是 
有 界线 性 算 子 . 

例 2.14 设 X 为 无 限 维 赋 范 线性 空间 ,T:X -> X 为 恒 等 算 
子 , 则 了 工 不 是 紧 算 子 . 

证 ” 反 证 法 ”如果 了 是 紧 算 子 , 则 对 X 中 任 一 有 界 闭 集 M， 
由 于 TI(M) = M, 所 以 M 为 X 中 列 紧 的 闭 集 , 即 M 为 X 中 紧 集 ， 
由 本 章 定理 1.10 知 X 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 这 与 假设 条 件 矛 
慎 , 因 此 了 不 是 紧 算 子 . 

例 2.15 设 TE B(X,Y), 且 值 域 R(T) 为 Y 中 有 限 维 赋 
范 线 性 子 空间 , 称 这 样 的 算 子 为 有 限 秩 算 子 .证 明 有 限 秩 算 子 必 为 
紧 算 子 . 

证 设 M 为 X 中 任 一 有 界 集 ,因为 是 有 界线 性 算 子 ,所 以 
T(M) 是 有 限 维 赋 范 线性 子 空间 R(T) 中 的 有 界 集 ,从 而 T(M) 
为 Y 中 的 列 紧 集 ,因此 人 为 紧 算 子 . 

例 2.16 考虑 例 2.4 中 的 Fredholm 积分 算 子 T:Cfa,6b] 一 


Cla,b], Tr(s) = KG, x(4)qe, 已 知 TE B(Cla,b]), 证 


明 了 为 紧 算 子 . 

证 设 M 为 Cla,b] 中 任 一 有 界 集 , 要 证 明 T(M) 为 
Cla,6b] 中 的 列 紧 集 , 由 第 二 章 中 Arzela-Ascoli 定理 , 只 需 证 明 
T(M) 为 CLa,b] 中 有 界 集 以 及 T(M) 中 的 函数 是 等 度 连续 的 
即 可 . 

因为 M 是 C[a,5] 中 有 界 集 ,所 以 存在 常数 K > 0, 使 得 
lzl 和 KK(YzEM), 记 L = max|K(s,t)|, 则 对 VzE 
M, 有 
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人 Goztodr| 


| Tzl = max | 
< ll max| [KG ld 
< KL(b - 4a), 
故 T(M) 为 C[a,b] 中 有 界 集 ( 由 例 2.4,T 是 有 界线 性 算 子 , 从 
而 亦 可 知 了 (M) 为 有 界 集 ). 
另 一 方面 ,由 于 K(s,t) 在 有 界 闭 集 [a ,bp] x [a,b] 上 连续 ， 
故 一 致 连续 ,因此 对 Ye > 0, 存 在 6 > 0, 使 得 当 s,,s,€ [a,6b] 
且 |s 一 ss|<6 时 ,就 有 


|[K(s,, "1) -Ks < Rt) a (ViE€El[a, 4]), 


从 而 对 一 切 x € M, 当 jy -si < 时 ,有 
[TC Tr(s)|<| K(s111) — KCs2st)| | zl) dt 


<|. Kb Kd i 
即 TCM) 中 的 函数 是 等 度 连续 的 ,因此 T(M) 为 C[a,6b] 中 的 列 
紧 集 , 故 工 是 紧 算 子 . 

下 面 介 绍 紧 算 子 的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 2.8 C(X,Y) 是 B(X,Y) 的 线性 子 空间 . 

证 ”只 要 证 明 对 YT,T, €E C(X,Y) 及 VAEK,TI+ 
ToAMTiEC(OX,Y) 即 可 . 

设 M 为 X 中 任 一 有 界 集 , 要 证 (Ti + T,)(M) = Ti(M)+ 
TCM) 为 Y 中 列 紧 集 ,为 此 设 |z,| 为 M 中 任 一 点 列 , 则 (T + 
T)z = Tix, + Tyx, ,因为 T 为 紧 算 子 , 所 以 {Tzx,| 有 收敛 子 
列 {Tiz, 又 由 于 T, 为 紧 算 子 ， 故 1T,z, | 也 有 收敛 子 列 
{Tax 1 ,从 而 1(T + Ts)x,! 有 收敛 子 列 |(CT + T,)z, 1, 即 


159 


(Ti +T)(CM) 为 了 中 列 紧 集 , 故 Ti+T ECCNY). 

同 理 可 证 MT € C(X,Y). 

因此 ,C(X,Y) 为 B(X,Y) 的 线性 子 空间 , 按 算 子 范 数 ， 
C(X,Y) 自然 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 

定理 2.9 设 X,Y,Z 为 赋 范 线性 空间 ,S € B(X,Y)， 
TEB(Y,Z), 如 S,T 中 有 一 个 是 紧 算 子 , 则 TS 也 是 紧 算 
于 

证 ”此 处 算 子 乘积 TS 即 为 映射 的 复合 , 易 知 TS E B(X,2). 

设 $S 为 紧 算 子 , M 为 X 中 任 一 有 界 集 , 则 S(M) 为 Y 中 列 紧 
集 , 因 为 工 为 有 界线 性 算 子 ,故人 是 连续 线性 算 子 ,由 第 二 章 习题 
2.4 第 8 题 知 T(S(CM)) 为 Z 中 列 紧 集 , 即 (TS)(M) 是 Z 中 列 紧 
集 , 从 而 TS 是 紧 算 子 . 

若 了 为 紧 算 子 , 则 对 X 中 任 一 有 界 集 M, 由 于 S(M) 为 了 中 
有 界 集 , 故 T(S(M)) 为 Z 中 列 紧 集 , 即 (TS)(M) 为 2 中 列 紧 
集 , 从 而 TS 是 紧 算 子 . 

定理 2.10 设 X 为 典范 线性 空间 , Y 为 Banach 空间 , 则 
C(X,Y) 也 是 Banach 空间 . 

证 ”由 条 件 及 定理 2.6 知 B(X,Y) 是 Banach 空间 ,由 定理 
2.8 知 C(X,Y) 是 B(X,Y) 中 赋 范 线性 子 空间 ,因此 ,只 需 证 明 
C(X,Y) 为 B(X,Y) 中 的 闭 集 即 可 . 

设 算 子 列 |T,} CC(X,Y),T € B(X,Y), Elim| T, - 
TH = 0, 下 证 TE C(X, YY), 为 此 只 要 证 明 对 于 X 中 任 一 有 界 
点 列 |z, |}, 点 列 | Tz, | 有 收敛 子 列 即 可 . 

因为 T 为 紧 算 子 , 故 必 有 |x, | 的 子 列 {x 沾 | 使 1Tx 中 | 收 
敛 ,由 于 1x | 为 有 界 点 列 ,T, 是 紧 算 子 ,所 以 必 有 {xz} 的 子 列 
1 中 |} 使 Tx 人 | 收 化 ,…… ,如 此 继续 下 去 , 便 可 得 到 一 串 子 列 ， 
将 之 排 成 下 列 形式 : 
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工 2 3 
2 02) ) 
京介 i 2 
} 
{n) 这 rt ) ， 


其 中 下 面 一 行 表示 的 点 列 是 上 面 一 行 所 表示 的 点 列 的 子 列 . 

现 取 由 对 角 线 元 素 构成 的 点 列 17,”|, 它 是 {zx,| 的 一 个 子 
列 , 且 对 Yi E N,limTzy 存在 .下面 证 明 { Tz 为 Y 中 
Cauchy 列 . 

因为 lz, 上 有 界 , 可 设 jx 二 K (mn = 1,2,…). 由 于 
lm 中 TT =0, 故 对 Ve>0, 存 在 pE N, 使 得 eT 一 工 1 


< 也: 又 因 ln Tx 存在 ,所 以 存在 N > 0, 使 得 当 m,n > N 


时 ,有 | Tyr 一 Toe 上 < 忆 ,从 而 当 m,n > N 时 ,有 
| Tx — Tr) 


Sr Tt Tet | Tz ~ Tre) 


< 1T-T,llr + 

< 衣 'K+ 针 + 家"'K=。， 
故 | Tr” 为 Y 中 Cauchy 列 , 因 为 Y 为 Banach 空 间 , 所 以 {| Tz} 
在 Y 中 收敛 , 即 点 列 {Tz,| 有 收敛 子 列 ,因而 TE€ C(X,Y). 

以 上 证 明 表 明 C(X,Y) 为 B(X,Y) 中 闭 集 , 故 C(X,Y) 也 
是 Banach 空间 . 

例 2.17 设 X 为 无 限 维 赋 范 线性 空间 ,TE C(X,Y), 则 工 
不 可 能 有 定义 在 Y 上 的 有 界 逆 线性 算 子 . 

证 ” 反 证 法 假定 有 定义 在 Y 上 的 有 界 逆 线 性 算 子 T!: 
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YY 一 X, 即 T 6EB(Y,X), 由 定理 2.9 知 恒 等 算 子 [ = T T: 
XX 一 久 是 紧 算 子 ,因为 X 是 无 限 维 的 ,由 例 2.14, 这 是 不 可 能 的 ， 
得 证 . 

关于 紧 算 子 还 有 其 他 一 些 性 质 ,限于 篇 幅 , 不 再 介绍 了 . 


习 题 3.2 


1. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,TE€ B(X,Y), 证 明 零 空间 N(T) 会 
fz €E X|Tr = 01 是 X 的 闭 线 性 子 空间 . 


和 
2. 设 工 是 由 矩阵 A = G 2 ] 所 确定 的 从 欧 氏 空间 R? 到 R: 的 线性 算 


子 , 求 上 THI. 
3. 设 械 是 由 n 阶 实 对 称 和 矩阵 A = (a ) 所 确定 的 从 欧 氏 空间 R" 到 RR” 


的 线性 算 子 ,证 明 | 了 | = max | 4 | ,此 处 X1,X，，,…,4, 为 A 的 特征 值 . 
4. 对 于 有 界 数列 空间 /1”, 定 义 T:1”-> 1” 为 
Tr= (zi 汪 i 0 (Vr= (zz ) € 1°), 
n 


(1) 证 明 TE B(1™); 
(2) 求 中 TH. 

5. 设 X,Y,Z 为 赋 范 线性 空间 ,S € B(X,Y),TE B(Y,2), 证明 
TSE B(X,Z), 且 有 1 TS1 入 ITIILSI 

6. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,TE B(X) 且 1 TI < 1 定义 工 "= 
T ED = 1,2,…), 证 明 算 子 列 | "| 按 范 数 收敛 于 零 算 子 . 

7. 定义 TT,:7? 一 1? 如 下 

Tot op (ziyz2 ,Tn ,0,0,…) (Vz ee (zc 1), 
此 处 = 1,2,…. 
证 明 (1) T, € B(2?) (nx = 1,2,…); 

(2) 算 子 列 |T, | 强 收敛 于 恒 等 算 子 7, 但 不 是 按 范 数 收敛 于 了. 

8. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,dimX <+ co, 如 果 TE B(X,Y), 证 明 
TEC(X,Y). 
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9. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,TE B(X,Y) ,证 明 工 为 紧 算 子 的 充 要 条 
件 是 对 X 中 任 一 有 界 点 列 {x, | ,1Tz。i 总 存在 收敛 子 列 . 

10. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 , 旦 Y 是 无 限 维 的 , 证 明 : 如 果 TE 
C(X,Y), 则 工 肯 定 没有 定义 在 Y 上 的 有 界 逆 线性 算 子 . 

11. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,TE B(X,Y) ,证 明 : 若 M 为 X 中 的 列 紧 
集 , 则 T(M) 为 Y 中 的 列 紧 集 . 

12. 设 算 子 列 |S,1 ,1T,iCB(N),S,TEB(X), 且 S, 一 S,T,>T. 
证 明 (1) S, + T -> S+T;(2) S,T, > ST;(3) S; ~ 5’. 


8$3 有 界线 性 泛 函 


本 节 主 要 介绍 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 基本 性 质 ， 
共 罗 空 间 的 概念 以 及 某 些 具体 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 表示 形 
式 . 


$3.1 有 界线 性 泛 函 与 共 斩 空 间 


定义 3.1 设 X 为 数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,f:X -> K 为 线 

性 泛 函 ,如 存在 常数 > 0, 使 得 
[f(z)I<KIzI (vr€E XN) (3.19) 
成 立 , 则 称 /为 (X 上 的 ) 有 界线 性 泛 函 . 

注 :这 里 定义 的 “有 界 性 ”与 微 积分 中 有 界 函 数 的 概念 不 同 . 
例如 在 微 积分 中 , f(z) = x (x € (- co, + %)) 是 无 界 函 数 ,但 
作为 一 个 线性 泛 函 ,显然 有 | Fi 过 lz = |z| (vz ER, 
R 中 范 数 为 ez 上 = |.z|), 故 /是 R 上 的 有 界线 性 泛 函 . 

由 于 有 界线 性 泛 函 是 一 种 特殊 的 有 界线 性 算 子 ,由 §2 定理 
2.2, 定 理 2.3 即 知 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 3.1 设 X 为 数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 , F:X-> 天 为 线 
性 泛 函 , 则 下 述 条 件 等 价 : 
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(1) /是 连续 线性 泛 函 ; 

(2) /在 X 中 某 一 点 zo 处 连续 ; 

(3) f 是 有 界线 性 泛 函 . 

对 于 有 界线 性 泛 函 ,更 进一步 地 有 定理 3.2. 

定理 3.2 ” 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,为 X 上 的 线性 泛 函 , 则 /了 
是 有 界线 性 泛 函 当 且 仅 当 零 空间 NCAF) = {x € XIA(z) = 0| 为 


X 中 的 闭 集 . 
证 ”必要 性 设 zE N(/), 则 存在 点 列 |z,| C NCAP), 使 


Zn 一: 由 于 连续, 故 FAz)->Az), 因 jz)=0(2=1,2， 
…), 所 以 f(x) = 0, 即 x EN(/), 故 N(/) 为 闭 集 . 

充分 性 ” 用 反 证 法 , 设 /不 是 有 界线 性 泛 函 ,由 定义 3.1 知 ， 
对 Vn EN, 存 在 zx, EX (zx, 关 0), 使 f(z,)|>nlz,1 
(xn = 1,2,…). 


令 w = 十" 则 1y 上 = 1, 且 有 


_ | Ar) yn 
| 7) 站 >。 ,从 而 Fw 一 0 


另 -方面 ,由 /7 we 
FJENCD (n = 12…)， 因 75 - 起 
,这 与 


Yn 
知 Fw ) -7 


en 7)=- 1 0 即 一 也 


NN( 了 ) 是 闭 集 相 矛盾 ,因此 f 是 有 界线 性 泛 孙 . 
注 :对 于 线性 算 子 ,定理 3.2 中 的 充分 性 不 成 立 . 例如 对 本 章 
例 2.7 中 的 微分 算 子 ,可 证 N(T) 为 闭 集 ,但 T 是 无 界线 性 算 
fs 
对 于 有 界线 性 泛 函 ,由 本 章 定理 2.4, 有 如 下 定理 . 
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定理 3.3 a 
| 
Il = Cy 


3 , 滑 ， ee 湖 1f(z)] 


1 <I 
nn er 

定义 3.2 ” 设 义 为数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,X 上 的 所 有 有 
界线 性 泛 函 构成 的 集合 记 为 X' , 即 X" = B(X,K), 称 X" 为 X 
的 共 思 空 间 ( 对 偶 空间 ). 

因 K 本 身 是 Banach 空间 ,由 本 章 定理 2.6, 得 定理 3.4. 

定理 3.4 ” 赋 范 线性 空间 X 的 共 罗 空 间 X ”是 Banach 空间 . 

下 面 举 几 个 有 界线 性 泛 函 的 例子 . 

例 3.1 对 于 欧 氏 空间 R", 定 义 /:R" 一 R 为 /(rz) = 
Daivi (Vr= (rT, ) ER’), 其 中 a = (aj,a2,…,a,) 


二 


E R" 为 任 一 固定 元 素 , 证 明 / € (R")" ,并 求 /|. 
证 易 知 了 是 线性 泛 函 .对 Yzr = (ri,ry,…,z,)€ R", 由 
Holder 人 得 


If(z)|= | ez i (Di zr:)" = lal, zl,, 
故 了 是 有 界线 性 泛 函 ， 且 ly 1 < afl;,. 
当 a = 0 时 ,fl = 0, 即 /为 零 泛 函 . 


设 a 关 9， 因为 |/(a)|= Da ?= Halli, 所 以 有 fl = 


sp fe > f= | a ,又 前 面 已 得 | AI < 1 el， 


故 外 = Wal;. 
例 3.2 已 知 Cla,bl 按 上 zxl = max |x(1t) | 成 为 Banach 
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空间 , 定义 F(z) = [aCar(V zl) E C[a,b]), 证 明了 是 


Cla,b] 上 有 界线 性 泛 函 ,并 求 ‖ 1 . 
证 “显然 了 是 线性 泛 函 .对 Yz(t)E Cla,b], 由 于 
6a)1= za < lz la 
<(b -a) max | z(t)| 
=(b-a)lzl, 
所 以 三 为 有 界线 性 泛 函 , 且 /| 5-a 
取 zo(t) 三 1, 则 上 xoll =1,f(xo)=6b-a,， 
故 f= .fl /)|> |f(x0)|=6-a, 从 而 /=6-a. 
全 = 
例 3.3 设 w(i)E Ca,b], 对 Yr(t) EE Cla,b], 定 义 
/Cz) = x(t)wols)de, 则 /是 C[a,6] 上 一 个 有 界线 性 涝 孙 . 


证 ”由 定 积分 的 性 质 知 / 是 线性 泛 函 . 
对 VYz()EC[a,o], 有 


|f(zx)!= Wu 
b | 
<| [zxz(7) | | u(r) ld 
< max zf luol i) la 
atb 
= (lelar) hal, 
可 见 /是 C[a,6] 上 有 界线 性 泛 函 , 且 /| <f lal lar 


$3.2 ” 某 些 具体 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 


由 定理 3.4 知 , 任何 赋 范 线性 空间 X 的 共 轰 空间 X” 是 
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Banach 空间 (不 论 X 是 否 为 Banach 空 间 ). 下 面 将 介绍 一 些 具体 空 
间 ( 如 尺 ", 情 ,2 等 ) 的 共 氏 空 间 中 元 素 的 特征 , 即 有 界线 性 泛 函 的 
一 般 形式 以 及 共 固 空间 的 表示 等 问题 ,为 此 , 先 给 出 下 述 定义 . 

定义 3.3 ” 设 X,Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,如 果 映 射 T:X 一 
Y 满足 条 件 : Tz = zl (Vx EXX), 则 称 工 是 X 到 Y 的 一 
个 保 范 算 子 . 如果 芽 是 保 范 的 线性 算 子 ,并 且 是 X 到 Y 上 的 一 一 
对 应 ( 即 双 射 ), 则 称 荆 是 X 到 Y 上 的 同 构 映射 . 如果 存在 一 个 X 
到 Y 上 的 同 构 映 射 , 则 称 X 与 了 同 构 , 记 作 X = Y. 

如 果 代 :XX ~> Y 是 一 个 同 构 映射 ,从 数学 结构 的 观点 来 看 , 常 
将 x EX 与 Tx €E Y 同 一 化 ( 即 把 x 与 Tz 视 为 同一 的 ), 把 X 与 
Y 同一 化 ,彼此 不 加 区 别 .将 两 个 同 构 的 空间 同一 化 ,这 是 泛 函 分 
析 中 的 一 个 基本 观点 .一 般 地 说 ,一 个 抽象 的 赋 范 线性 空间 ,如 能 
与 一 个 具体 的 赋 范 线性 空间 同 构 , 我 们 就 把 这 个 具体 空间 称 为 抽 
象 空间 的 一 个 表示 . 

设 X 为 赋 范 线性 空间 , 任 给 PE X" ,如 何 求 出 f 的 表示 形式 呢 ? 

对 于 这 一 问题 ,通常 的 研究 方法 是 : 

第 一 步 ”在 XX 中 选取 适当 的 子 集 EE, 使 得 X = spanE( 即 EE 
中 元 素 的 线性 组 合 在 X 中 稠密 ); 

第 二 步 ” 求 出 了 在 EE 上 的 表示 形式 ; 

第 三 步 ”利用 了 的 线性 性 、 连 续 性 以 及 spanF 在 X 中 的 稠密 
性 , 求 出 /在 X 上 的 表示 形式 . 

例 3.4 证明 : 欧 氏 空间 R" 的 共 郝 空间 是 R”, 即 (R")”= 
R"( 同 构 意 义 下 ). 

证 取 R" 的 一 个 基 为 ej ,ez ,ev ,其 中 e = (0,0,…,0,1， 
0,…,0), 即 第 i 个 分 量 为 1, 其 余 的 分 量 为 0 (i = 1,2,…,n), 则 


对 Vr= (rz,z2, ,Tz )€ R", 有 x= De 


对 YAE(R") ,由 于 了 是 线性 的 , 故 有 
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f(z)= Date) 半 Par, (3.21) 

其 中 a; = /(e) (i = 1,2,…,n). 这 表明 R” 上任 一 有 界线 性 泛 
函 都 具有 (3.21) 的 形式 . 

另 一 方面 ,由 例 3.1 知 , 凡 具有 (3.21) 形式 的 泛 函 都 是 有 界线 
性 泛 函 , 且 171 = ( 袜 人 ) 

作 映 射 T:(R")” 一 R” 如 下 

Tr = (fe),f(e) ,fle)) (VfE (CR) 六 

则 容易 证 明 工 是 (R")” 到 R" 上 的 同 构 映 射 , 故 (R")”= R". 

例 3.5 证 明 :/! 的 共 绒 空间 是 1”, 即 (1')”= /”( 同 构 意 义 
下 ). 

证 取 E= el C0. 此 处 e, = (0,…,0,1,0,…), 即 第 i; 
个 分 量 为 1， EA A = 1.2,…), 则 对 Vx= (zza， 


1"")EEL ,有 之 = lim >， we (BapanE = 
对 任 一 /€ (1)* ,由 于 / 是 线性 .连续 的 , 故 


f(r) = lim Sg ) = lim Se )x; 
1 whe 


1 
4 
~ 
和 
上 
~ 
a 
和 ~ 
(LOD 
[Re 
3 
Ne 


Sa = fe), 则 |a|= |/(e)|< 过 上 fl 1el = fl, 从 而 
sup| ai |< Fl, 记 a = (Gaya,…*), 则 a E141", 有 lalls < 
| 7 .(3.22) 式 可 写 为 

汽 二) 过 Dy a (Vx = (rz, ) EL ), (3.23) 


这 表明 /' 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 都 具有 (3.23) 的 形式 . 由 
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do 


[f(z)| = Duar|< lellal< lal. Slzl = 
alrh 知 171 < sal, 从 而 ef = al 
另 一 方面 ,对 于 每 一 个 w = (al ,ea ，…) EL= ;可 通过 (3.23) 
式 定义 /' 上 的 一 A a 
了 E(0)', 且 上 /4 = ja 1 (作为 练习 ). 因此 (3.23) 式 给 出 
4 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 . 
作 上 映射: (1) 一 /1” 如 下 
Tf = (fl(e), fles),%, fle,),: “) (YAE (L)'), 
则 工 是 从 (2)" 到 4* ho ne 即 全 是 
(411)" 到 1/” 上 的 同 构 映 射 , 故 (11)* 


例 3.6 设 1<p<t+ co,d 是 p 的 共 二 数 , 即 满足 上 方 + 二 = 


1(1< gy<+%), 证 明 :4 的 共 红 空间 是 47, 即 (4?) i 
义 下 ). 
证 EE 的 取 法 与 例 3.5 相 司 .yx = (riyza) E41, 有 


= lim 、， Te 对 YAE (NY) ,a = /fle) (i = 1327 7) 
由 /的 连续 性 及 线性 性 ， 得 
凡生 limf( Dx ,e; ) = lim YY A(e ) 
"mE 二 中产 


oo 


= Diaz. (3.24) 


i=1 
下 面 先 证 明 a = (ai,a,,…) E 4, 即 证 明 居 lail* <+ oo， 
i=1 
作 点 列 y= (y Wd 


oe ， 若 in 且 a 关 0; (3.25) 


\ 车 i>n 或 ww = 0. 
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因 yo 中 只 及 个 分 量 可 能 不 为 0, 故 y"”E (n= 1,2,…), 且 
有 f(y") = DE Bla | 
由 (3.25) 式 及 (4 一 1)p = qd, 还 有 
Fom) < HFN 1， 


= TD ”= 
[Wl SLA 


171( 邓 1e1')”, 从 而 得 到 下 式 
™ 
A 


71") = 六 la < 4171( 避 lol)”, 收 
(Plel) <lrl, me | ) "< 
=1 
此 式 对 每 一 7 都 成 立 , 令 n co, 得 
(Dlal')' < 


1 <+ mmaE nl al, 
由 (3.24) 式 及 Halder 不 等 式 , 得 
|f(z)|= Da 


六 3 laillz,| 
i=1 


<1Al. 


|ail')™ (Dla 六 
了 allzlsCyvzE 2)， 
故 上 f1 过 i a,. 综 合 前 述 , 便 得 ”上 fl = ja,. 

反之 ,对 任 一 a = (a1,a,,…) € 4, 容易 验证 由 (3.24) 式 定 
义 的 了 是 1/* 上 有 界线 性 泛 函 , 即 f€ (4)*, 且 上 f= al 
因此 (3.24) 式 给 出 了 1!* 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 . 
作 上 映射 T:(4) ”一 0 如 下 

三 (f(e1),f(es),…,f(e,),…) (YJfE (1)"'), 容 易 证 

明 芽 是 (LA)" 到 4 上 的 同 构 映射 , 故 (1*)” = 2. 


下 面 的 例子 给 出 了 L*[a,6b] (1 < p <+ co) 的 共 元 空间 的 
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表示 ,由 于 其 证 明 要 用 到 Lebesgue 积 分 知识 ,比较 复杂 ,此 处 从 略 ， 
例 3.7 设 1<p<+%m,g 是 p 的 共 圈 数 , 即 满足 方 + 地 = 
1(1<g<+%), 则 L*[wu,6] 的 共 堪 空间 是 L'[a,6], 即 


(L?[a,65])”= L?[a,6b]( 同 构 意 义 下 ). 
具体 地 说 ,对 YAE(L [a,5])" ,存在 v(:) € L"[a,b], 使 得 


Fr) = {zy (yz(D € Lla,b]), (3.26) 


下 fH = yl, = (yO1rar)“. 反 之 ,对 任 一 y(t) € 


L"[a,b], 按 (3.26) 式 定义 了 Lr"[a,5] 上 一 个 有 界线 性 泛 函 /， 
县 站 /= 趾 y 由 .因此 (3.26) 式 给 出 了 L?[a,6b] 上 有 界线 性 泛 
函 的 一 般 形式 . 
习 题 3.3 
1. 固定 fo E [ab ,定义 f(z) = xz(to) (Yr(1) € C[a,6b]), 证 明 
AE (Cla,b])" ,并 求 /14. 
2. 设 4A,p 为 固定 的 数 ,定义 1(z) = Ax(a)+ pr(b) (Vzx(t)€ Cla, 


0]), 证 明 /€ (Cla,b])". 
3. 在 (a,65) 中 取 定 个 点 ty vt2 ,ta(ti 之 之 < 之 4) ,定义 f(x) 


= Dar(i), 其 中 (gi,a31…as) E R" 为 一 国定 元 素 . 证 明 / E 
(ClassD) ,NA = Sha.l. 


本 
4 定义 1(z) = | ”x(n)de (Vz(1) E C[e,b]), 证明/E (C[a， 
5])" ,并 求 1 
5. 定义 广 C[- 2.2] 一 开 为 /lz) = zd ->(oOdt(yz(DE 


C[- 2,2]), 求 证 FE (C[-2,2])”. 
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6. 定义 f:1” 一 KK 为 f(r) = To (VI = (zi,T2，…) € 4”), 此 处 no 


为 一 固定 自然 数 .证 明了 € (1”)" ,并 求 ‖f1. 
7. 设 XX 为 n 维 赋 范 线性 空间 ,证 明 其 共 思 空间 X” 也 是 n 维 的 . 


$4 ” 泛 函 分 析 的 几 个 基本 定理 简介 


本 节 介 绍 赋 范 线性 空间 中 的 几 个 基本 定理 , 即 Hahn-Banach 
保 范 延 拓 定 理 、 共 鸣 定 理 .Banach 逆 算 子 定理 与 闭 图 象 定理 ,这 几 
个 定理 被 视 为 泛 函 分 析 的 最 基本 定理 ,它们 在 泛 函 分 析 这 门 学 科 
的 理论 形成 与 发 展 过 程 中 起 着 巨大 的 作用 ,同时 这 些 定理 在 其 他 
数学 分 支 中 都 有 重要 的 应 用 . 考虑 到 本 书 的 读者 主要 是 工科 研究 
生 , 因 此 我 们 仅 对 这 些 定理 作 一 个 简要 的 介绍 ,而 将 某 些 定理 的 繁 
复 证 明 略 去 了 . 有 兴趣 的 读者 请 参看 书目 [1] 或 [2]. 

一 、Hahn-Banach 保 范 延 拓 定 理 及 其 重要 推论 

对 于 一 般 的 赋 范 线性 空间 X(X 关 {10|), 一 个 自然 的 问题 是 : 
在 X 上 是 否 一 定 存在 非 零 的 有 界线 性 泛 函 呢 ? 也 就 是 说 ,X"” 是 否 
会 只 有 零 元 素 构 成 呢 ?Hahn-Banach 保 范 延 拓 定理 及 其 重要 推论 
回答 了 这 一 问题 . 

定理 4.1( Hahn-Banach 保 范 延 拓 定 理 ) ” 设 X 为 赋 范 线性 空 
间 ,M 是 X 的 线性 子 空间 ,f 是 M 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 三 可 以 保 
持 范 数 不 变 而 延 拓 到 整个 空间 X 上 , 即 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 
下 ,使 得 

(1) F(x)= f(x) (VYx € M); 

(2) FH = lw, 这 里 上 fm = 湖 [f(z)|. 


jz =1 


下 面 的 例子 说 明 保 范 延 拓 不 一 定 是 惟一 的 . 


例 4.1 对 于 二 = (zi,z;3) €E R’, 定 义 zx 基本 | zi | + 
| zz | ,容易 验证 R? 按 上 ， ||, 成 为 赋 范 线性 空间 (也 是 Banach 空 
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间 ). 设 M = {(zi,0)|Yzi ER1, 显 然 M 是 R’ 的 线性 子 空间 ， 
定义 f:M 一 R 如 下 : 
fl((z1,0)) = 2z1(Y (zx1,0) € M), 

易 知 f 是 M 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 fw = 2. 

现 对 VA E R,|A| 过 2, 定 义 F:R* 一 R 为 : 

F((z1,722)) = 271 + Ars( V (xi,71) € R’), 

则 有 FF((z1,0)) = 2zi = F((zi0))(Y(zi,0)E M), 故 下 是 
下 的 延 拓 . 

又 因为 |F((zi,z2))| = |2z + Az;| 声 2| z| 于 
allzl<2(0zl+t [zl)=21 (5) li, 故 | FI <2. 

另 一 方面 , 取 zo = (1,0)€ R?, 则 zol ,=1, 且 F(zxo)= 
PAW I PN = sp FO) FPC = 2 IPN =2, 

1zl =1 

即 下 保持 范 数 不 变 , 故 下 是 的 保 范 延 拓 , 由 于 满足 |4| 志 2 的 实 
数 4 有 无 穷 多 个 ,所 以 /的 保 范 延 拓 不 惟一 . 

下 面 给 出 定理 4.1 的 几 个 重要 推论 . 

推论 4.1 设 M 是 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,zo。€ X， 
如 果 zo 到 M 的 距离 大 于 零 , 即 d = d(xzo,M) 会 inf I zo- 工 | 
> 0, 则 必 存 在 f € X" ,使 得 

(1) f(x)=0(YVzr € M); 

(2) f(z0) = di 

(3) [fl = 1 

证 令 Mo = [Aro+z|YAE K,VxE MI|, 显 然 Mo 为 X 
的 线性 子 空间 . 作 :Mo。 一 K 为 

folAro + xz)= A (VAro+r€ AMo )， 
则 有 是 定义 在 Me 上 的 线性 泛 函 , 且 万 (zo) = d,fo(z)=0 
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(YVzE M). 
当天 0,zE M 时 ,由 于 - 访 E M, 故 


[Qta)l=hla=hi ln-zl<ial|a (|= 
aa tz 上 (VAzo+ x Mo); 而 当 X = 0 时 ,此 式 仍然 成 立 , 圾 
人 Al 委 1 即 访 为 Mo 上 有 界线 性 泛 函 .下 面 证 明 上 fom 
=1. 

由 d 的 定义 及 下 确 界 性 质 知 ,对 Yn € N, 存 在 zx, € M ,使 


得 lz -zl<a+d (= 12…)， 再 自 d = 


Am -als fl la- zl < Hil (et) 
(n=1,2,…), 令 n 一 ,得 d 世上 fholmd, 因 d >0, 故 
| lw 之 1 由 前 述 知 /ov = 工 

根据 定理 4.1, 可 将 f。 保 范 延 拓 到 全 空间 X 上 , 即 存在 


JE X" ,使 得 F(Mzo +z) = fo(Xro + x)= Nad, 且 省 f| = 
上 fo 上 w= 1, 显 然 这 样 的 即 为 所 求 的 有 界线 性 泛 函 . 


推论 4.2 设 义 为 赋 范 线性 空间 ,xz。E X,zo 天 0, 则 必 有 


JE X" ,使 得 

(1) f(zo) = zoll; 

(2) fl =1. 

证 只 需 将 推论 4.1 中 的 M 取 为 10} ,这 时 d= | zol > 
0, 即 得 本 推论 . 


由 推论 4.2 可 知 , 在 非 零 的 赋 范 线性 空间 X 上 , 必 有 非 零 的 有 
界线 性 泛 函 ,这 便 回 答 了 本 段 开 头 所 提出 的 问题 , 即 当 X 尖 19} 
时 , 则 X" 关 491. 
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推论 4.3 ” 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,ze E X ,如 对 VJEX ， 
恒 有 f(zo) = 0, 则 zo = 0. 
证 ” 反 证 法 ,由 推论 4.2 可 得 . 
推论 4.4 ” 设 义 为 赋 范 线性 空间 , 则 对 任意 zx € X, 都 有 
上 zl = sup |/(z)]. 
在 
证 对 YAFeExX' ,Fl =1, 因 |f(z)l 直 fH lzi = 
上 zl, 故 sup [f(z)l< zx. 
存放 


另 一 方面 , 当 x = 9 时 ,推论 显然 成 立 . 下 设 x 取 9, 由 推论 4.2 
知 ,存在 fh € X" ,使 得 f(x) = zj, 中 hl =1, 故 zi = 
| A(z)| 过 sup 1f(z)|, 因 此 上 zl = sup [f(z)|. 

存 六 1 在 六 1 

二 、 共 鸣 定 理 (一 致 有 界 性 原理 ) 

共鸣 定理 又 称 为 一 致 有 界 性 原理 , 它 是 在 几 个 不 同 的 数学 领 
域 中 发 现 了 同类 的 特殊 定理 后 ,由 Banach 与 Steinhaus 共 同 提出 的 
一 般 定理 ,有 着 较为 广泛 的 应 用 . 这 里 只 介绍 定理 的 主要 内 容 ,而 
将 有 关 证 明 略 去 . 

定理 4.2( 共 鸣 定理 ) ” 设 X 为 Banach 空间 , Y 为 赋 范 线性 空 
间 ,T, € B(X,Y) (n = 1,2,…). 如 果 对 每 个 x € X, 数列 
{Tz 中! 都 有 界 , 即 上 Tx | 二 M(n = 1,2,…), 其 中 MM 是 
与 zx 有 关 而 与 无 关 的 实数 , 则 数列 | | T, |} 是 有 界 的 , 即 存在 
常数 M > 0, 使 得 1T, 过 M (n= 1,2,…). 

下 面 介 绍 另 一 个 较 常用 的 定理 . 

定理 4.3 (Banach-Steinhaus 定理 ) 设 义 为 Banach 空 间 ,Y 
为 赋 范 线性 空间 , 工 , € B(X,Y) (n = 1,2,…). 如 果 对 每 个 
ZE ,点 列 | Tz| 收敛 , 则 必 存 在 工 E B(X,Y), 使 得 iT,} 强 
收敛 于 工 . 
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证 对 YVzEX, 定 义 Tz = lim Tvz, 容 易 证 明 下 是 线性 算 
子 .因为 {Tz|} 收敛 , 故 | TT,z 站 有 界 (Vz EX), 从 而 由 共鸣 
定理 知 | 人 上 ; 有 界 . 设 外 丈 儿 委 M (n=1,2,…), 则 对 Vz 
EX, 有 Tz 过 Miz (xn = 1,2,…), 故 Tz = 
liml Tz MI zl (Yx€ 尺 ), 即 本 是 有 界线 性 算 子 ,由 全 
的 定义 即 知 1 工 , | 强 收 敛 于 工 . 

例 4.2 设 义 为 Banach 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空间 ,TT, T, € 
B(X,Y) (n = 1,2,…), 车 1T,1 强 收敛 于 工 , 则 | TT, | 是 有 
界 集 . 

证 ”由 假设 ,对 Yx E X， liml Tz- Tz = 0, 故 
{Tx 上 | 是 有 界 集 ,由 共鸣 定理 即 知 {  T, | | 是 有 界 集 . 


例 4.3 设 对 任 一 x = (zz …)E /级 数 > avz, 都 收 
21 
敛 ,证 明 a = (ap) EL 


证 对 任 一 n€ N, 定 义 放 (xz) = Wan(Vz = (zu 


EL), 易 证 六 E(), 且 外 六 让 = sup | ai | . 因 对 YxE 


全 已 wz 都 收 伍 , 即 Jim 六 (z) 存 在 , 故 || /,(z)|} 是 有 界 集 , 因 


4 是 Banach 空间 , 由 共鸣 定理 知 | ,上 | 是 有 界 集 , 因此 
supla, | <+ co, 即 a = (ca …)EL”. 

三 、Banach 逆 算 子 定理 

设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T:X -> Y 为 线性 算 子 ,所 谓 逆 算 
子 即 逆 映射 三 :Y -> X. 由 第 一 章 $1 知 人 有 逆 算 子 当 且 仅 当 
下 是 从 X 到 Y 上 的 一 一 对 应 ( 双 射 ) ,此 时 也 称 人 是 可 逆 的 . 容易 
证 明 , 当 了 为 线性 算 子 上 且 可 逆 时 ,其 逆 算 子 T! 也 是 线性 算 子 . 
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我 们 现在 要 问 的 是 :如 果 TE B(X,Y) 且 为 双 射 ,此 时 工 ” 
是 从 YY 到 X 上 的 线性 算 子 ,那么 T! 是 否 有 界 呢 ? 即 TIE B(Y， 
X) 吗 ? 一 般 来 说 ,即使 X 为 Banach 空间 ,全 '!' 也 不 一 定 有 界 .下 面 
便 是 一 个 例子 . 

例 4.4 设 X=cCfe,oY=iy)lyE Co[a,o]， 
y(a) = 01, 此 时 Y 按 X 中 的 范 数 上 yl = max | y(t)| 成 为 赋 范 
线性 空间 (YCX). 定 义 了 :X > YY 为 

y(1) STr(t) = | za)du (Va(u) € X), 


则 由 定 积分 性 质 知 下 是 从 Banach 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 上 的 

一 一 对 应 .显然 TE B(X,Y), 且 其 逆 算 子 T':Y 一 XX 为 
z(t) 会 Try() = y(t) (Vy(t) € Y), 

类 似 于 本 章 例 2.7, 可 证 TT ' 是 无 界线 性 算 子 . 

然而 , 当 X, Y 都 是 Banach 空间 时 , 前 述 问 题 的 答案 是 肯定 
的 ,这 就 是 著名 的 Banach 逆 算 子 定理 ,为 证 明 这 个 定理 ,在 此 直接 
引用 所 谓 的 开 映 射 定理 ,作为 引 理 . 

引 理 4.1( 开 映射 定理 ) 设 X,Y 都 是 Banach 空间 ， 
TE B(X,Y) 且 为 满 射 ( 即 R(T) = Y), 则 工 是 开 映 射 ( 即 全 把 
X 中 的 每 个 开 集 映 为 Y 中 的 开 集 ). 

定理 4.4 (Banach 逆 算 子 定理 ) ” 设 X,Y 都 是 Banach 空 
间 ,TE B(X,Y) 且 是 双 射 , 则 TI E B(Y,X). 

证 ”由 条 件 知 人 是 从 交 到 X 上 的 线性 算 子 ,下 面 证 明 T-: 
是 连续 的 .由 定理 假设 及 引 理 4.1 得 知 T 是 开 映 射 ,因此 ,对 X 中 
的 每 个 开 集 G,T(G) 为 Y 中 的 开 集 , 又 因 了!';Y 一 X 是 双 射 ， 
故 G 的 原 象 为 (T')"'(G) = T(G) 是 Y 中 的 开 集 ,由 第 二 章 关 
于 连续 映射 的 判别 定理 知 TT' 是 连续 的 , 再 由 本 章 定理 2.3 知 
T- 是 有 界线 性 算 子 , 即 TIE B(Y,X). 

对 于 有 限 维 线性 空间 而 言 , 本 章 定理 1.6 表明 定义 在 其 上 的 

177 


任意 两 个 范 数 都 等 价 . 作为 Banach 逆 算 子 定理 的 一 个 应 用 ,下 面 
我 们 给 出 一 般 线性 空间 上 两 个 范 数 等 价 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 4.5 ” 设 X 为 线性 空间 , .上 ,与 上 .中 ,是 X 上 两 个 
范 数 , 且 (X, .中 ) 与 (X, | |,) 都 成 为 Banach 空间 .如 果 存 
在 常数 < > 0, 使 得 | zl 入 clzl(yzEX), 则 外， 与 
.中 等 价 . 

证 定义 恒 等 算 子 1:(X, | 1) 一 (X, 12) 为 产 = 


ZT(Vx EX 久 ). 由 假设 知 ,对 VYzx €E X, 有 Ix), = zj 去 
czlli, 故 了 为 有 界线 性 算 子 , 又 因 了 为 双 射 , 由 定理 4.4， 
三 :(X, | ， 1) 一 (X, .|) 也 是 有 界线 性 算 子 (1"'x = 
ZU(VzEX)), 即 存在 常数 > 0, 使 得 [7'z 才 cx,， 
也 就 是 上 zi, 过 cx 上,(YVxE€EX). 由 本 章 定义 1.7 知 上 i 
与 上 .省 , 等 价 . 
四 、 闭 图 象 定理 
为 介绍 闭 图 象 定理 , 先 引 入 积 空间 的 概念 . 
设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,在 积 集 X x Y = {(z,y)|VzE 
X,VyE Y| 上 定义 线性 运算 与 范 数 如 下 : 
(zyi) + (ra,y) = (x) + Tz2,Y1 + ys), 
A(z,y) = (AMz,hy)， 
上 zy) = zl + yl, 
则 容易 验证 X x Y 也 成 为 赋 范 线性 空间 , 称 为 X 与 Y 的 积 空间 . 
此 外 , 当 X,Y 都 是 Banach 空间 时 ,X x Y 也 是 Banach 空间 (作为 
练习 ). 
定义 4.1 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 , M 为 X 的 线性 子 空间 
(CM 按 X 中 的 范 数 也 成 为 赋 范 线性 空间 ) ,T; M 一 Y 为 线性 算 子 ， 
称 Cr =i(z,Tz)|YzE MI 为 工 的 图 象 . 不 难 验证 Gy 是 XxXY 
的 线性 子 空间 . 
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如 果 Gr 是 X xY 中 闭 线 性 子 空 间 , 则 称 T 为 闭 线性 算 子 ( 简 
称 闭 算 子 ) . 

下 面 先 给 出 一 个 在 应 用 中 较为 方便 的 关于 闭 算 子 的 判别 定 

定理 4.6 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 , M 为 X 的 线性 子 空间 ， 
T:M 一 YY 为 线性 算 子 , 则 T 是 闭 线性 算 子 当 且 仅 当 对 任意 的 点 
列 [z,jCM, 车 xz, 一 XEN,Tr, >y€E Y, 则 zxzEMEE 
Tr = y. 

证 ”必要 性 ”由 假设 知 G1 是 X x Y 中 的 闭 集 , 设 1z, 上 CC 
M, 有 目 x, 一 x EX,Tr,—>yE€E Y, 由 XxY 中 的 范 数 定义 知 
(tTi) > (x,y), 又 因 {(z,, Tx,)} CC Gr,Gr 为 闭 集 , 故 
(zy)EGr, 即 zEM 且 Tr = y. 

充分 性 “只 需 证 Gr 为 X x Y 中 的 闭 集 . 

设 (z,y) € Gr, 则 存在 点 列 {x,, Tz,)) CC Gr， 使 得 
(xz,Tzr,) 一 (x,y), 这 里 {x,| CM. 由 久 xYY 中 的 范 数 定义 知 
zu 一 工 且 Tr, 一 y, 由 充分 性 假定 , 便 有 zz E M 且 Tr = y, 故 
(zy) = (zx,Tr) € Gr, 即 G7 为 闭 集 ,因此 全 是 闭 线性 算 子 . 

定理 4.7 ” 设 义 ,Y 为 赋 范 线性 空间 ,M 为 X 的 闭 线性 子 空 
间 ,T:M -> Y 为 有 界线 性 算 子 , 则 T 必 为 闭 线性 算 子 . 

证 ”由 定义 4.1, 只 需 证 Gr 为 X x Y 中 的 闭 集 即 可 . 对 
V(x,y) € Gr, 则 存在 1(z,,Tz,)| C Gz, 使 得 (zx,, Tz,) 一 
(zy)， 从 而 一 工 且 Tz 一 y. 因 |x,] C M ,而 M 为 闭 集 , 故 
由 zx, ~ 工 知 zE M, 又 因为 M 上 有 界线 性 算 子 ,从 而 连续 ,所 
以 有 Tz, 一 Tr, 再 由 赋 范 线性 空间 中 的 极限 惟一 性 性 质 , 得 
y = Tz, 因此 (z,y) = (zx,Tr)€ Gr, 即 Gi 为 XxY 中 闭 集 ， 
故 工 为 闭 线性 算 子 . 

定理 4.7 表 明 , 在 赋 范 线性 空间 中 , 当 有 界线 性 算 子 全 的 定义 
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域 是 闭 子 空间 时 ,了 必 为 闭 线性 算 子 . 特别 地 ,当下 E B(X,Y) 
时 ,了 为 闭 线性 算 子 . 

下 面 的 例子 说 明 , 闭 线性 算 子 不 一 定 是 有 界线 性 算 子 . 

例 4.5 关于 X,Y 与 了 的 假定 同 例 4.4, 由 例 4.4 知 (微分 算 
子 )T'':Y 一 是 无 界线 性 算 子 ,这 里 TT 'y(1) = y(1) (Vy(t) 
了 ). 下 面 利用 定理 4.6 证 明 了 上 是 闭 线性 算 子 . 

为 方便 起 见 , 记 T = S, 则 Sy(1) = y(t) (Vy(t) € Y). 
要 证 对 Viy,(t)) CY, 基 y, “vy€E XN 有 Sy, = ,一 工 GX， 
则 yEY 且 Sy = y = x. 

因为 X 中 的 函数 列 按 范 数 收敛 即 为 函数 列 在 [a ,5] 上 的 一 
致 收敛 ,因此 由 y, 一 工 得 


[Cdau = [ limy, (u)du 


一 lim| yu)du 


lim[y, (1) — y,(a)) 
limy,(1) = y(t) (Vt € [a,b]), 
由 此 即 知 y(1) = z(1),y(a)= 0, 从 而 yE Y, 且 Sy=y =x， 
故 S 为 闭 线性 算 子 . 

一 个 闭 线性 算 子 满足 什么 条 件 时 能 成 为 有 界线 性 算 子 呢 ? 闭 
图 象 定理 即 回答 了 这 一 问题 . 

定理 4.8( 闭 图 象 定理 ) ” 设 X,Y 都 是 Banach 空间 , M 为 X 
中 的 闭 线性 子 空 间 , 若 T:M-> Y 为 闭 线性 算 子 , 则 全 必 为 有 界线 
性 算 子 , 即 TE€ B(M,Y). 

证 ”由 假设 知 积 空间 X x Y 为 Banach 空间 ,Gr 为 XxY 的 
闭 线性 子 空间 ,从 而 Gr 按 X x Y 中 的 范 数 也 是 Banach 空间 ,此 
外 , M 本 身 也 是 Banach 空间 . 

现 构 造 映射 S:Gr 一 M 如 下 : 
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中 


S(xr,Tr)=.r (Yr € MM), 
显然 S 是 线性 算 子 , 且 对 YreEM, 有 SG.Tr) = x] 过 
(zr, Tx) | ,因此 S 是 有 界线 性 算 子 , 即 SE B(Gr,M). 易 知 S 
是 满 射 也 是 单 射 , 即 S 为 双 射 ,这 伴 由 定理 4.4 知 S “是 有 界线 性 


算 子 , 因而 对 Vx E M, 有 (rsTz)j = ls zl < 
sh, 从 而 站 站 过 ze) 过 SIzll， 
这 表明 人 是 有 界线 性 算 子 . 

习 题 3.4 


1. 设 X 为 赋 范 线性 空间 , M 为 的 线性 子 空间 ,qd = d(xo,M) >0. 证 
明 : 存 在 EX" ,使 得 (1) /(x)=0(VxE€M);(2) f(xo)=1;(3) El 
1 
dad. 

2. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,mw E NX ,zo 关 wo ,证明 存 在 fE X' ,使 得 
1 AL = 1 有 /0)# /ym). 

3. 设 X 为 Banach 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空间 , 1T,| C B(X,Y) 且 
sup| Tu, | =+ ce. 证 明 存 在 ru E 六 ,使 得 sup | Thrzo | =+ oo， 

4. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,点 列 j.c ; CX, 若 对 任 -- EX" ,|A(z 外 是 
有 界 集 ,证 明 | | zx, 上 | 是 有 界 集 . 

5. 设 义 ,Y 都 为 Banach 空间 ,TE B(X,Y). 证 明 : 存 在 常数 K > 0 使 
得 对 任意 zxEX 有 | Tx 宇 Kx 当 且 仅 当 N(T) = 18| 且 R(CT) 为 
Y 中 的 闭 集 . 

6. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,对 任意 的 (zx,y)E X<Y, 定 义 上 (zy)1 
= max| | zl ,> 及 证 明 XxY 按 儿 ， | 是 赋 范 线性 空间 . 

7. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T:X -> Y 为 闭 线性 算 子 ,如 果 工 是 双 射 ， 
证 明 T 7';Y -> X 也 是 闭 线性 算 子 . 

8. 设 义 ,Y 为 赋 范 线性 空间 ,M 为 X 的 线性 子 空间 ,T: M 一 Y 为 闭 线 
性 算 子 , 证 明 NCT) 是 X 的 闭 线性 子 空间 . 
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8$5 共 罗 空 间 与 伴随 算 子 


本 节 介 绍 赋 范 线性 空间 X 的 二 次 共 堪 空间 X"” 以 及 自 反 空 
间 的 概念 ,研究 X 与 X"” 之 间 的 关系 .此 外 ,引入 伴随 算 子 的 概 
念 ,介绍 其 基本 性 质 . 


§5.1 ”二 次 共 罗 空 间 与 自 反 空间 


设 X 是 赋 范 线性 空间 ,由 本 章 定理 3.4 知 X” 也 是 赋 范 线性 
空间 , 故 X” 也 有 共 示 空间 , 记 之 为 X"”= (X" )" , 称 为 X 的 二 
次 共 罗 空 间 . 自然 还 有 XX 的 三 次 共 示 空 间 X"“”= (X"" )" 等 等 . 
由 上 节 推 论 4.2 知 , 当 X 天 16| 时 ,X” 中 一 定 有 非 零 元 素 ,从 而 
X"“,X""“" 等 也 都 有 非 零 元 素 , 而 且 都 是 Banach 空间 (由 本 章 定 
理 3.4). 

下 面 研究 X 和 X"” 的 关系 . 

定理 5.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 则 XX 与 X"" 的 一 个 线性 子 
空间 同 构 ( 这 里 同 构 的 含义 见 定 义 3.3). 

证 对 VzxEX, 作 X” 上 的 一 个 泛 函 , 记 之 为 x"“" ,定义 如 
下 : 

"(f=/(x) (VIE NX'). (3.27) 

显然 ,对 于 V/gEX' 及 YX,x EK, 有 

Z “(Af +pyg) = (Af + pg)(z) = Af(x)+ ug (zx) 

= Ar' "(f+ pyr" (g), 
因此 工 ” 是 X” 上 的 线性 泛 函 . 

由 于 |z*(f)l= |f(z)l 志 上 fl 上 zl (YA EX'), 所 
以 zx"" 是 X" 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 | x"“ 过 中 x 中, 因此 由 
(3.27) 式 定义 的 z “EX…. 

作 映 射 J:X 一 X"* 为 
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Jz= (VEX)， (3.28) 

则 容易 证 明 j 是 线性 算 子 ,下 面 证 明 J 是 保 范 算 子 . 
对 Yrx EE XX,z 闫 0, 由 Hahn-Banach 保 范 延 拓 定 理 的 推论 
4.2, 存 在 fE X' ,使 得 /(x)= 上 zl 且 中 fi =1, 故 zl = 


if(z)l= Tz (PIHzr f= 让 即 站 zl 私 
| Jz 1 ,又 当 z = 8 时 ,此 式 也 成 立 , 所 以 ,对 YzEX, 有 站 zz 
委 |‖ Jr 省, 又 因 已 有 | = 中 zzril (YxE€X), 故 
lzl= 上 zl (Yx€ 义 ), 因 此 J 是 保 范 算 子 , 且 J 是 单 射 . 


以 J(X) 表示 XX 在 映射 .下 的 象 ( 即 值 域 R(J)), 则 J(X) 为 
X"" 的 一 个 线性 子 空间 .由 前 述 即 知 是 XX 到 J(X) 上 的 同 构 映 
射 , 也 就 是 说 X 与 J(X) 同 构 . 

注 : 映 射 ] 称 为 X 到 X" ”中 的 自然 映射 或 戏 入 算 子 , 它 把 X 
艇 入 到 X"” ”中 ,在 同 构 的 意义 下 ,X 可 看 成 X*” 的 一 个 线性 子 空 
间 . 

一 般 说 来 ,J(X) CC X'" ,二 者 不 一 定 相 等 . 

定义 5.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 若 J(X) = X"", 即 
X = X"" (在 自然 映射 下 ), 则 称 X 是 自 反 空间 . 

由 定义 5.1, 容 易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 5.2 若 X 是 自 反 空 间 , 则 X 是 Banach 空间 . 

例 5.1 欧 氏 空间 R" 是 自 反 空间 . 

例 5.2 当 1< p<+o 时 ,W*,L*[a,b] 都 是 自 反 空间 . 

自 反 空间 具有 良好 的 性 质 , 它 包含 了 较 广 的 一 类 抽象 空间 ,如 
下 一 章 介绍 的 Hilbert 空间 也 是 自 反 空间 . 值得 指出 的 是 ,定理 5.2 
的 逆 命 题 不 成 立 , 即 Banach 空间 不 一 定 都 是 自 反 空 间 , 例如 
Banach 空间 /',L[a,6b] 都 不 是 自 反 空间 . 


$5.2 伴随 算 子 及 其 性 质 


设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,TE B(X,Y) ,下 面 引 入 工 的 伴随 
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算 子 的 概念 . 
对 于 TE B(X,Y), 定 义 映 射 T“:Y” 一 X 为 
(T°f)(x)= /f(Tr)(VYf/EY',YrE XX). (3.29) 

由 于 对 每 一 个 /€ Y“ ,由 (3.29) 式 定义 的 T" f 是 XX“ 上 的 有 
界线 性 泛 函 , 即 T"/€ X 7 ,因此 映射 TT:Y" ->X” 有 明确 的 定 
义 . 

定义 5.2 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T € B(X,Y), 称 由 
(3.29) 式 定义 的 映射 T" : Y" 一 X" 为 工 的 伴随 算 子 (或 共 斩 算 
子 ). 

例 5.3 设 A= (a,),.， 为 一 实 和 矩阵 ,了 是 由 A 确定 的 从 欧 
氏 空 间 R" 到 R” 的 有 界线 性 算 子 , 即 Tr = Az (Vx = (ziyra， 
ER"), 求 TT". 

解 ”由 本 章 例 2.5,T € B(R", R"). 

对 Vx= (zi, Zap st )T ER", 有 


i 
Tx = 4z = (5 dL), i a) ER". 
= ji 


由 本 章 例 3.4, 有 (R") ",(R")”= R"( 同 构 意义 下 )， 
且 对 VY/E(R”)" es …,am) ER” ,使 得 


f(y) = Sa YY = (yw) €E R"), (3.30) 


从 而 f(Tz) 二 Za (ano)= 了 >，aiaiz 
=1 j=1 i=1 J=1 


Qun 221 Qml | | 21 
Q2 42 “” an2|122 

三 小 机 | :| (3.31) 
Ql U2 ”lmmn | lm 


(3.31) 式 表明 ,T' :(R”")”-> (R")” 可 看 成 是 由 A 的 转 置 
矩阵 A7 所 确定 的 映射 (实际 上 是 有 界线 性 算 子 , 即 T* € 
B((R™)",(R")’ )). 

和 矩阵 在 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 起 着 重要 作用 ,当空 间 的 一 个 
基 选 定 以 后 ,其 上 的 有 界线 性 算 子 便 和 和 矩阵 之 间 存 在 对 应 关系 ( 参 
见 本 章 例 1.8 和 例 2.6). 因 此 由 本 例 可 知 ,定义 5.2 是 转 置 和 矩阵 的 
概念 在 一 般 的 无 限 维 赋 范 线性 空间 中 的 推广 . 

下 面 介 绍 伴随 算 子 的 一 些 性 质 . 

定理 5.3 ” 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,TE B(X,Y), 则 人 的 
伴随 算 子 T* E B(Y*,X*), 且 NT*| = TH. 

证 ” 先 证 T":Y"” 一 X" 为 线性 算 子 . 

对 Vf,gE YY" 及 YA,nE€ K, 由 (3.29) 式 ,有 

(T*(Af +pg))(z)= (Af+pg)(Tr)= Af(Tr)+ pg( Tr) 

=A(T’f)(z)+y(T'g)(z) 

= (MT f+yT’ g)(z), 
由 xz EX 的 任意 性 知 ,T* (4f + yg) = MT +ApT g, 因 此 人 
是 线性 算 子 . 

由 (3.29) 式 ,|(T (zx)|= [f(Tz)i< fli Tl < 
FHTHHzH (Yrz EX), 故 上 Tfi 志 THI ,此 
式 对 VYfE Y" 成 立 , 因 此 T* € BC ,X), 且 人 LT | 过 
TI. 

另 一 方面 ,对 Yr EX 义 , 当 Tz 关 9, 由 Hahn-Banach 保 范 延 拓 
定理 的 推论 4.2, 存 在 f€ Y" ,使 得 FTz) = 外 Tzjl ,fl = 
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1, 因 此 
| Tr =|FTz)l= 1(T f)(zx)! 
<lTfFllzl<lTHhizllizl 
= 上 区" zx ， 
而 当 Tz = 9 时 ,此 式 也 成 立 , 故 上 开外 委 四 1, 从 而 下 并 
= 上 TH. 
定理 5.4 ” 设 义 ,Y,Z 为 赋 范 线性 空间 . 
(1) 车 Ti,T, € B(X,Y),A,p € K, 则 (AT) + uyTs)” = 
ATY + pT2; 
(2) 若 TE B(X,Y),S € B(Y,Z), 则 (ST) ”= T*S'; 
(3) 车 TE B(X,Y),T 存在 且 T' € B(Y,X), 则 
(T* )"! 存 在 ,(T*)"'€ B(X',Y*), 且 (T*)! = (T-!)". 
证 ”这 里 只 证 (1) 和 (2);(3) 的 证 明 略 去 . 
(1) 对 VfEY",VYrEX 及 YX,uE K, 有 
(aT, 水 pT2)" f) (zx) 到 f(aT, 本 ApT2)z) 
= (ATiz+AT2z) 
= f(ATiz)+ CT2z) 
= Af(Tiz) + pf(T,z) 
= A(Tr f(z) + p(T? f)(z) 
QT f+ pT? f)(z), 
故 (ATi + pT2)" f= ATrI f+ pT2 f= (TY + pT2 )f, 从 而 
(AT + pTs)” = AT + pTY. 
(2) 由 假设 知 STE B(X,Z). 对 YgEZ',YzEX, 有 
((ST) g)(z) = g(STr) = (S’ g)(Tz) 
= (T*(S’g))(z) = ((T’ S')g)(z), 
故 (ST) "g = (T"S')g(Yg € 2Z'), 从 而 (ST)" = T'S"*. 
例 5.4 设 1 过 p<+%, 定 义 T:1* 一 1 为 
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T(z1sz29°s Ta) = (0,zisz2s Ts) (YT = 
(zz EL2). 

(1) 证 明 TE BC2), 且 站 人 | =1; 

(2) 求 了 

证 (1) 容易 验证 TE B(2), 且 下 工 | = 1 

(2) 由 本 章 例 3.5 和 例 3.6,(41)”= 三 ,() ”= 局, 此 处 上 


=1(1<4q<+%). 约 定 p=1 时 ,gq = %. 

对 YE (0) ,由 1? 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 形式 知 ,存在 
y = (yy) E 使 得 对 Vz = (zz 和 yz 
E 4, 有 


隐 
9 


Hz) = Dy. 
因此 (T* f(z) = f/(Tr) = f/f((0,x1, ra, Ta )) 
到 2 


故 T" FE (1?)" , 且 可 看 成 由 4 中 的 元 素 (ys ,ys,…,y。，…) 所 确 
定 的 有 界线 性 泛 函 . 因此 ,在 同 构 的 意义 下 ,车 记 了 = (yi 
JE (2) =, 则 

Tf= (9%, E (2) = 4, 


习 题 3.5 


1. 设 X 为 无 限 维 赋 范 线性 空间 ,证 明 X” 也 是 无 限 维 赋 范 线性 空间 . 
2. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,0:X 一 Y 为 零 算 子 ,TI:X-~>X 为 恒 等 算 子 ， 
求 0",I". 
3. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,TE B(X), 证 明 (T")”=(T"*)", 其 中 
n€EN. 
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4. 设 1 志 p<+%, 定 义 T:L 一 为 Tr = (0,0,ztz…)(Vz= 
(zz)E0) ,证明 TEB(2), 并 求 T. 
5. 设 X 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 ,证 明 X 是 自 反 空间 . 


8$6 能 收敛 与 弱 ” 收 敛 


在 本 章 $ 2 中 ,对 于 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 算 子 序列 , 介 
绍 了 “一 致 收敛 ” 与 “ 强 收 敛 "的 概念 .本 节 介绍 赋 范 线性 空间 中 的 
点 列 与 有 界线 性 泛 函 序列 的 不 同 的 收敛 概念 ,以 及 这 些 收 敛 性 之 
间 的 关系 和 某 些 性 质 . 


§6.1 点 列 的 强 收敛 与 弱 收 敛 


定义 6.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,点 列 {z, 上 C X, 如 存在 
二 X, 使 得 lim 1 z, -=- 工 | = 0, 则 称 {x,1 强 收效 于 zx, 记 作 


zx， 一 >zx, 此 时 称 z 为 1z, 上 的 强 极限 . 
关于 点 列 {z, 上 强 收敛 的 性 质 参 见 本 章 8$ 1 中 的 有 关 定 理 . 
定义 6.2 ” 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 点 列 jz,} C X, 如 存在 
zx CX, 使 得 对 任 一 / € X* ,有 
limf(x,) = f(x), (3.32) 


则 称 {z,| 弱 收敛 于 工 , 记 作 zx, 一 >z, 此 时 称 z 为 [z,| 的 弱 极限 . 
定理 6.1 设 久 为 赋 范 线性 空间 ,点 列 |x, | CCX,zx € XX, 若 
s Ww 

zx, 则 z。 一 -> 工 . 
证 对 VfEX', 由 |f(z,)- f(z)| = |f(z, -zx)|< 


fl Nz, -zl 及 lz 一 zx 一 0, 知 limf(z,) = f(z), 故 当 


S W 
有 
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下 面 的 例子 说 明 , 弱 收敛 的 点 列 未 必 是 强 收敛 的 . 
例 6.1 在 所 中 , 取 e, = (0,0,…,0,1,0,…) (n=1,2,…)， 
DA 


个 
则 点 列 {e, | 弱 收 敛 于 0, 但 {e, | 不 是 强 收敛 的 . 
证 设 f 为 !: 上任 一 有 界线 性 泛 函 ,由 本 章 例 3.6 知 ,存在 
a = (a1,as,…) € L?, 使 得 
f(r)= Daiz; (Vr = (zz EL), 
It 
故 ”fl(e,) = a,(n = 1,2,…), 因 为 a € ,所 以 lima， = 0, 从 
而 lim/(e,) = 0 = /(9), 由 定义 ,e, 一 >0. 

另 一 方面 ,对 Ym,n,m 关 n, 由 于 上 e, -e, 上，= V2, 故 
fe,| 不 是 Cauchy 列 ,从 而 |e,| 按 L? 中 的 范 数 不 收 敛 于 任何 点 , 因 
此 {e, | 不 是 强 收敛 的 . 

定理 6.2 设 久 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 ,点 列 {x,| CCX， 
z EX, 若 zz, 则 zx. 

证 设 dimX = 产 <+ocofyy wo 为 X 的 一 个 基 ， 
则 有 表示 xz, = af yi + al™ ys + + ao (n = 1,2,.…), 
T= ay t+ arys + + amyn- 

对 1 过 i 过 m, 定 义 f:X 一 如下: 

fi(y) = 6b.(Vy= by + byyy t+ by E X), 
容易 证 明 f; EX" (i = 1,2,…,m). 

车 z, 一 > xz, 由 定义 应 有 三 (z,) 一 帮 (z), 注 意 到 f(z,) = 
al™ ,f(z) = qiy 故 a 一 a,(i = 1,2,…, nm). 


由 此 , 当 n 一 % 时 ,有 
jz。 = 之 外 = [Sr - a)y| 
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入 六 ao-allyl 一 0， 


一 ] 
即 六 

由 定理 6.1 与 定理 6.2 知 ,在 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 ,点 列 的 
强 收 全 与 弱 收 敛 是 两 个 等 价 的 概念 . 

关于 点 列 的 弱 收 敛 具 有 以 下 性 质 . 

定理 6.3 ep nanan {z CX, 

(1) 车 zx, 一 >”, 工 ， yy, 则 z= y( 弱 收敛 的 极限 惟一 性 ); 

(2) 若 z 下 > 工 , 则 数列 | | xz, 1 为 有 界 集 . 

证 (1) 设 zx, 一 >zx,z, 一 ~y, 由 定义 ,对 Vf/E X", 有 
f(z1) 王 f(z) 且 f(z,) 一 f(y), 由 数列 的 极限 惟一 性 , 必 有 
f(z)= /f(y)(YfEX'), 即 f(z-y)=0(YfEX"). 由 本 章 
Hahn-Banach 保 范 延 拓 定理 的 推论 4.3,z - y = 90, 即 x = y. 

(2) 设 一 >z, 则 对 Vf EX* ,f(z,) ~ 7(z), 因 为 收 全 
数列 必 有 界 ,所 以 存在 常数 Mr > 0, 使 得 | f(z,)|<< Mj(n = 1， 
2,…), 此 处 Mi 仅 与 有关 而 与 无关 . 

现 对 每 一 个 x, ,定义 映射 z,:X“ 一 为 

zi(f)= f(x,) (Vf EX'), (3.33) 
容易 验证 z, 为 X” 上 的 有 界线 性 泛 函 , 且 由 有 界线 性 泛 函 的 范 数 
定义 及 本 章 推论 4.4, 有 


lz,l = sup |z,(f)| 
全 
= sup | F(z)| = J z,) (xn = 1,2,…), 
全 
即 jz, 上 CX = B(X’,K), 且 有 12 = zl (x = 1,2, 
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由 前 述 知 ,对 VYfE X" ,1z,(/)} 为 有 界 数列 ,注意 到 X" 为 
Banach 空间 (定理 3.4), K(R 或 C) 本 身 是 赋 范 线性 空间 ,利用 共 
鸣 定 理 知 | ez, 外 } 为 有 界 集 , 即 | | z, | } 为 有 界 集 . 

例 6.2 在 Banach 空间 C[a,5] 中 , 设 点 列 |z,(t)} CC 


cfa,b],za(t) € Cla,b], 有 xz,(1) zo(t), 证 明 
(1) 上 | zx。 i 为 有 界 集 ; 
(2) 1z,(z) 作为 函数 列 在 区 间 [a ,8] 上 处 处 收敛 于 zo(t). 
证 (1) 由 定理 6.3(2) 直接 得 证 . 
(2) 任意 取 定 t。€ [a,6b], 定 义 映射 f:C[la,b] 一 KK 为 
f(z(t)) = z(t0) (Vzr(t) € Cla,b)), 


易 证 AE (C[a,6])" .因为 z(t) 一 > zo(z), 故 f(z,(1)) 一 
f(zo《)), 即 x,(10) > zo(10), 由 46 的 任意 性 知 (2) 成 立 . 

§ 6.2” 泛 函 序列 的 强 收敛 与 弱 ” 收敛 

定义 6.3 . 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 1/,| CX", 如 存在 
EX" ,使 得 lm 有 ff = 0, 则 称 |/,} 强 收 伊 于 f, 记 作 


所 一 =/, 此 时 称 /为 |/,] 的 强 极限 . 
定义 6.4” 设 XX 为 赋 范 线性 空间 , |/,| C X*, 如 存在 
JE X" ,使 得 对 任 一 zx € X, 有 
limf.(z) = f(z), (3.34) 


则 称 {1 弱 " 收 僵 于 f, 记 作 /, 卫 > /, 此 时 称 / 为 /| 的 弱 " 极限 . 
定理 6.4” 设 XX 为 赋 范 线性 空间 , |/,| CX , 著 /. >/， 


则 f/. > /. 
证 对 VrEX, 因 为 f(z) Fz)| 二 1F -ALz， 
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且 1 7 -让 一 0, 故 [zx) 二 f(z), 即 太一 >/ 

本 定理 的 逆 命 题 不 成 立 , 见 下 面 的 例子 . 

例 6.3 设 X= 0(1< 记 <+co), 由 本 章 例 3.6,X ”= 
(0 = 0, 取 f, =e,=(0,0,…%,0,1,0,…)EL=X"(n= 

w。 

1,2,…) ,证 明 万 一 ~ 9, 但 户 十 -0. 

证 “由 本 章 例 3.6, 有 

f(z)= zx(Vzr= (zz EL)， 

是 £1 = le =1(02=12…). 


因 z = (DEL 所 以 科 |z|*<+oo, 从 而 
n=] 
二 0, 由 此 知 对 Vz E PP, 广 (z) = x 一 0, 克 和 ,| 弱 " 收敛 于 


L 上 的 零 泛 函 , 即 矿 卫 > 0. 
但 是 ,对 Yn 宇 1,1f, -01 = 有 1 = 14+>0, 故 


S 
万 十 -0. 
下 面 再 举 一 个 弱 ” 收敛 的 例子 . 
例 6.4 已 知 C[0,1] 按 中 z = ax|z (+) | 成 为 Banach 


空间 ,对 Yn 之 1 定义 .:C[0,1] 一 KK 为 
A(z(D) =z(F) (Yz(D)e cL0,1)), 
定义 f:C[0,1] 一 KK 为 f(z (1))= xz(0) (Vz (zt)€ CL[0,1)), 
则 {fl CCI0,1)’ ,FE (CLI0,1)’ Ef Ef. 
证 ”由 _f,f 的 定义 易 知 f, € (C[0,1])* ,f€ (Cc[0,1])"， 
且 1 Al =1(x=1,2,.),1fl =1. 


对 VYzx (zt) € C[0,1], 由 于 xz (z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 
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z 人 (于 ) 一 z(0), 即 六 (z (5) 一 7(z (1)), 由 定义 便 知 大 一 大 
定理 6.5 设 X 为 Banach 空间 ,|f,} CX",f EX*, 若 
广 卫 > f, 则 数列 | 上 /上 || 为 有 界 集 . 


证 设 广 王 * 广 则 对 YzeEX, 广 (z) 一 f(z), 从 而 数列 
1f,(z)| 为 有 界 集 .由 于 有 界线 性 泛 函 是 有 界线 性 算 子 的 特殊 情 
形 ,利用 共鸣 定理 即 知 | | /, | 是 有 界 集 . 

定理 6.6 设 X 为 Banach 空间 ,和 f,1 CX",f EX", 则 


/了 > / 当 且 仅 当 (1) { 1/ 上 1| 为 有 界 集 ;(2) 对 X 的 某 个 稠密 
子 集 G 中 的 每 个 元 素 z, 都 有 f(x) 一 f(z). 
证 ”必要 性 ”由 定理 6.5 及 定义 6.4 显然 成 立 . 
充分 性 由 假设 知 sup fl <+m, 记 m = sup 1 £1, 
AM = max{m, | 三 | 上. 
对 Ye>0, 因 G = X, 据 第 二 章 $5 关 于 稠密 子 集 的 性 质 ,对 
VzExX, 存 在 yE G, 使 得 zx 一 y| a 
又 因 f,(y) 一 f(y)， 故 存在 N， 当 n > N 时 ， 
|f.(y) -f(y)|<3. 
因此 , 当 n > NN 时 ,有 
|A(z) -zl 和 PCz) NAC EA Ee) 
+ |f(y)— f(z)| 
Qfl lz-yl +|f(y)- f(y)| 
t+ fz-yl 


ve eh Le 
<M3Mt+3+MIM = 
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即 对 Vz E Xi 六 (z) = f(z), 故 ,了 > 了 
例 6.5 设 X 为 Banach 空间 , jz CX,zoE X,| 态 | C 


XeX', 若 za, 矿工 > 太 证 明太 (xz) 一 = f(zo). 


证 因 X 为 Banach 空 间 ,/, 了 >/, 由 定理 6.5, | 记 |} 为 
有 界 集 , 设 Df, 寺 M (n= 1,2,…). 
由 于 | f(x,)— f(zxo)| 
S|f(z) -f(ro)|+ |f (xo) - f(zo)| 
fl lz -rol + {f(ro) -f(zro)| 
< MIlz, -zol + |f(xro) -f(zo)|, 
而 由 条 件 知 ‖z, - zo| 一 0,f(zo) 一 f(zo), 故 f(z) 一 
f(zo). 


习 题 3.6 


1. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,|z,| C X,rE X, 且 zx, 证 明 |z,| 的 


每 一 个 子 序列 都 弱 收 敛 于 x. 
2. 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T € B(X,Y), {zx,| C X,r € X， 


Ww Ww 
车 zx, 一 xz, 证 明 Tz, 一 > Tz. 


3. 设 X 为 赋 范 线性 空间 , |/ CX* ,fC X' , 且 /> /证 明 |/| 
的 每 一 个 子 序列 都 弱 " 收敛 于 / 


4. 设 X 为 峰 范 线性 空间 ,1 由 CX' geEX', 若 上 六 王 、 太太 王 、 
8, 则 f= g. 

5. 设 义 为 Banach 空间 ,1,1 CX' ,和 且 对 YrE€ XX, lim f(x) 存在 . 定 
义 /(z) = limf.(z)(Vz€ X), 证 明 f€X', 且 /于 >/ 


6. 设 XX 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 , |/,1 C X* ,FE X' ,证 明太 -7 当 
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县 仅 当 /于 > /. 


W 
7. 在 人 中 , 取 e, = (0,0,…,0,1,0,…) (n = 1,2,…), 证 明 e, 一 >0 但 
ee 


S 
十 ”0 


8$7 有 界线 性 算 子 谱 理论 初步 


算 子 谱 理论 是 现代 泛 函 分 析 及 其 应 用 的 一 个 主要 分 支 ,内 容 
相当 丰富 ,本 节 只 能 作 一 个 简要 的 介绍 ,内 容 包括 谱 的 概念 及 基本 
性 质 , 关 于 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 理论 简介 . 


8$87.1 谱 的 概念 及 基本 性 质 


这 里 先 从 有 限 维 空间 谈 起 ,然后 引入 谱 的 概念 . 
设 A = (a; ),， 为 复 矩 阵 , 在 线性 代数 中 常 遇 到 形 如 
(MT-A)z = (3.35) 

的 方程 求解 问题 ,这 里 € C,I 为 n 阶 单位 矩阵 ,x € C” 为 未 知 
向 量 ,5 € C" 为 已 知 向 量 . 

我 们 知道 ,方程 (3.35) 解 的 情况 与 4 取 值 上 关 . 车 使 得 行列 
式 |M1- AI 天 0( 这 时 矩阵 if - A 可 逆 ), 则 (3.35) 对 任 一 5 € 
C" 都 有 惟一 解 = (XI - A)'b; 车 使 得 行列 式 | XI - A|=0， 
即 4 是 A 的 特征 值 ,这 时 方程 (3.35) 并 不 是 对 所 有 的 bE C" 都 有 
解 ,即使 对 某 些 6 EC" ,(3.35) 有 和 解 ,其 解 也 不 一 定 惟一 . 

对 于 西 空间 C" 而 言 ,矩阵 A 和 AI - A 都 可 以 看 成 从 C" 到 C” 
的 有 界线 性 算 子 ,上 面 的 问题 用 泛 函 分 析 的 语言 来 讲 , 就 是 对 哪些 
数 4, 算 子 MT - A 有 逆 算 子 存 在 (在 有 限 维 空间 中 , 当 (41 - A)”! 
存在 时 , 必 为 有 界线 性 算 子 , 即 (ML - 4)-E B(C”)). 因 此 ,方程 
《3.35) 的 求解 问题 与 有 界线 性 算 子 MT - A 是 否 有 逆 算 子 密切 相 
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关 , 这 里 牵涉 到 的 问题 本 质 上 就 是 线性 代数 中 矩阵 的 特征 值 理 论 . 

现在 对 比方 程 (3.35) ,考虑 赋 范 线性 空间 中 一 般 的 算 子 方程 
求解 问题 . 

设 X 为 复 赋 范 线性 空间 ,TE B(X) ,我 们 要 研究 形 如 

(MT-T)z=y (3.36) 

的 算 子 方程 解 的 存在 性 惟一 性 与 稳定 性 问题 (所 谓 稳定 性 是 指 有 
解 时 , 解 x 对 y 的 连续 依赖 性 , 即 当 y“ 变 化 很 小 ”时 , 解 x 是 否 也 
“变化 很 小 ”), 其 中 * € C,I 为 X 上 恒 等 算 子 ,zx,y EE X. 

记 了 们 = 4 一 械 ,我们 关心 的 是 对 哪些 4,T 有 逆 算 子 存 在 ， 
Ti 是 否 还 是 有 界线 性 算 子 , 它 具 有 什么 性 质 ,与 原 算 子 工 的 关系 
如 何等 等 ,这 是 算 子 谱 理论 中 要 讨论 的 主要 问题 , 即 算 子 人 的 谱 
分 析 问 题 . 有 大 量 的 数学 物理 问题 ,如 微分 方程 积分 方程 乃至 量 
子 力学 中 的 许多 问题 ,都 涉及 到 算 子 T 的 谱 分 析 , 算 子 谱 理论 在 
这 些 领域 中 有 着 重要 的 应 用 . 

定义 7.1 设 X 为 复 赋 范 线性 空间 ,TE B(X) ,4 为 一 复数 . 

(1) 若 ) 使 得 算 子 MT - T 为 单 射 , 逆 算 子 (MT -TT)"' :R(X - 
本) -> X 为 有 界线 性 算 子 ,有 目 R(4T 一 丁 ) 在 X 中 稠密 , 则 称 4 为 下 
的 正则 点 (正则 值 ),T 的 正则 点 的 全 体 称 为 了 的 正则 集 ( 或 预 解 
集 ), 记 为 p(T). 当 4 € p(T) 时 , 记 R = (MT- T)-, 称 尺 为 下 
的 预 解 算 子 . 

(2) 如 果 2 不 是 工 的 正则 点 , 则 称 2 是 工 的 谱 点 ,人 的 谱 点 全 
体 称 为 T 的 谱 , 记 为 c(T). 

显然 ,C = p(T) U c(T), 且 po(T) 与 c(T) 互 不 相交 . 

由 定义 , 当 》 不 是 工 的 正则 点 时 , 即 ME c(T) ,那么 下 列 三 个 
条 件 中 至 少 有 一 条 不 成 立 :(1) AT - 工 为 单 射 ;(2) (MT - T)-: 是 
有 界线 性 算 子 ;(3) R(XI - T) 在 X 中 稠密 .因此 ,为 了 深入 地 进 
行 研究 ,一般 还 把 谱 cc(T) 分 成 以 下 三 种 类 型 . 

定义 7.2 设 AEo(T), 如 果 4 使 得 MT - 荆 不 是 单 射 , 即 存 
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在 x EX,z 关 9, 满足 方程 

(OAT-T)z=b 或 Tx= 4z， (3.37) 
则 称 1 为 工 的 特征 值 ,z 为 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 ,T 的 特征 值 
全 体 称 为 工 的 点 谱 , 记 为 mo(T). 当 ME 0o,(T) 时 , 称 E, = N(AI 
-了 了) 为 了 的 对 应 于 1 的 特征 向 量 空间 . 

如 果 4 使 得 MT - T 为 单 射 , 且 ROOT- T) 在 X 中 稠密 ,但 
(AT - T)… 不 是 有 界线 性 算 子 , 则 称 为 工 的 连续 谱 点 , 代 的 连续 
谱 点 全 体 称 为 T 的 连续 谱 , 记 为 c-( 工 ). 

如 果 4 使 得 MT - 了 为 单 射 , 但 RATI- 工 ) 在 X 中 不 稠密 (此 
时 不 论 (41 - T)” 是 否 为 有 界线 性 算 子 ), 则 称 4 为 的 剩余 谱 
点 ,T 的 剩余 谱 点 全 体 称 为 工 的 剩余 谱 , 记 为 o, (T). 

由 定义 ,本 的 谱 s(T) 可 表示 成 

oT)= 6o,(T)U a(T) Uo,(T), (3.38) 
且 o,(T),o.(T),o,(T) 两 两 互 不 相交 . 

例 7.1 设 A = (a;),, 为 一 复 矩 阵 , 工 是 由 A 所 确定 的 从 
酉 空间 C" 到 C" 的 线性 算 子 ( 必 有 界 ) , 即 Tz = Arz(YzEcC")， 
求 a(T),p(T). 

解 ” 设 A 的 特征 值 全 体 为 1X, ,4,,…,4,1 ,其 中 相同 者 为 重 
特征 值 . 

I 表示 n 阶 单位 矩阵 ,也 就 是 C" 上 的 恒 等 算 子 , 则 对 YAE C， 
VzEC",(A-T)z= (A-A)zr, 即 21 -T= XI -A. 如 果 A 
不 是 A 的 特征 值 , 则 和 矩阵 MT - A 可 逆 , 故 在 有 限 维 空间 中 , (AT -- 
T)" = (ML - A)"' 必 为 C" 上 的 有 界线 性 算 子 , 由 定义 知 
A Ep(T). 

如 果 4 是 A 的 特征 值 ,矩阵 MT- A 不可逆, 这 时 (MT- T)z = 
(ML- A)z = 0 有 非 零 解 , 即 MT - T 不 是 单 射 , 由 定义 知 
人 Eco(T). 
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因此 ,ac(T) = o,(T) = As, 即 和 矩阵 A 的 特征 值 
全 体 ,而 p(T)= C\o(T)= {XECIAzN,i=1,2,.,n}. 

本 例 说 明 算 子 谱 的 概念 是 矩阵 特征 值 概念 的 推广 . 

例 7.2 ” 设 X 为 有 限 维 复 赋 范 线性 空间 ,TE B(X), 证 明 
o(T) = o,(T), 即 工 的 谱 中 只 有 点 谱 ,没有 连续 谱 和 剩余 谱 . 

证 “只 需 证 明 当 ) o,(T) 时 , 必 有 XE o(T) 即 可 . 

设 dimX = 77， 取 定 X 的 一 个 基 为 {el,e,,…,e,|}， 当 
入 区 op(T) 时 ,下 证 {(AT 一 全)ey,(AT 一 丁 )e;,…,(41 一 本)e,| 线 
性 无 关 ,从 而 RMT- 工 ) = X. 

事实 上 ,假定 和 (XT 一 本 )e1 , (AT 一 本)e,,…,(AI 一 古 )e, | 线性 
相关 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 a1,Q3，"…,Q, ,使 得 


Bailal- Te, =b 即 ML-T)(> ae)= 0， 
i=1 i=l 


由 于 4 区 oo(T), 帮 条 一 代为 单身 ,从 而 有 2 ae, = 9, 然 而 这 与 
e1,e2，,…,e, 线性 无 关 相 矛盾 ,因此 R(X - T) = X. 

由 上 述 证明 可 知 , 当 4 入 o, (TT) 时 , (41 - T) :存在 , 且 是 从 
XX 到 XX 上 的 线性 算 子 ,而 有 限 维 空间 中 的 线性 算 子 必 有 界 ,因此 由 
定义 7.1 可 知 4 € p(T). 

本 例 表明 在 有 限 维 空间 中 , 算 子 的 谱 只 能 是 点 谱 ; 但 在 无 限 维 
空间 中 ,情况 则 要 复杂 得 多 , 算 子 可 以 没有 点 谱 ,但 有 其 他 类 型 的 
谱 , 请 看 下 面 的 例子 . 

例 7.3 求 有 界线 性 算 子 T:C[la,b] 一 C[a,6b]: 

Tz(1) = [Cau (Vz(1) € Cla,sb]) 


的 点 谱 me (TT). 
解 对 EC, 讨 论 MT-T 什 么 时 候 不 是 单 射 , 即 方程 
(MT-T)z() = 0 何 时 有 非 零 解 . 
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设 (Af = T)z(t) = Ar (1) Tr(t) = a(t) -| zu)du 


S 0, BT z(u)du = ar(t) (Vt € [a,b)). 


将 之 化 为 微分 方程 定 解 问题 
z(t)= Ar’(t) (Vt € [a,b]), 
Ar (a) = 0. 
(1) 车 A = 0, 显然 x (1) 三 0, 故 X= 0&o,(T). 


(个 本 入 求解 一 阶 微分 方程 


Ar’(1) a 
三 0, 因 此 当 4 关 0 时 ,A & o,(T). 

综合 (1),(2) 知 co(T) = $. 

例 7.4 定义 T:C[la,b6] 一 C[a,b] 为 

Tzr(t)= tr(t) (Yr(t) € Cla,b)), 

易 知 TE B(C[a,6b]), 求 o(T). 

解 对 YAEC,(OT-T)zG)=(A-i)zt)(Yzt)E 
C[a,6])， 

(1) 设 A 攻 [a,5b], 易 知 A1 一 本 为 单 射 , 且 有 


(TI- T) z(t) = iz(t) (Vz(t) € Cla,b)), 


容易 验证 (41 - T)"'€ B(C[a,6]) (R(XT -了 T) = C[a,6]), 故 
当 A & [a,b] 时 ,A € p(T). 

(2) 设 AE€ [a,65], 利 用 xz(z) 的 连续 性 , 易 证 若 (MT 一 T)z(t) 
= (4 一 2)z(z) = 0, 则 必 有 z(t) 三 0, 故 MT- 工 为 单 射 ,再 由 (1) 的 
结果 知 m(T) = $. 

下 面 证 明 , 当 4 € [a,6b] 时 ,R(XAT - T) Cla,6b]. 

事实 上 ,对 y(t) € C[a,5], 如 存在 iz, (zt)| CC RA - T) = 
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(2) 车 4 关 0， 则 有 | 


{4 一 z(t)|Yzr(t) € Cla,6b]}, 使 得 | zs(t) - y()1 = 
max, | z(t) 一 y(t)| 一 0. 注意 到 z,(4) = 0(n = 1,2,…), 由 
|z,(4) 一 y(2)| 过 zz) -y(t) 上 一 0, 知 y(X%) = 0. 因 此 当 
y(t)€ Cla,b],y(4) 关 0 时 (这 样 的 函数 有 许多 ), 必 不 存在 
fz,(z)| CC R(AT -TT), 使 得 x,(zt) - y(zt) 一 0, 所 以 
R(T 一 了 T) 关 C[a,65], 由 定义 即 知 当 X € [a,65] 时 ,A € 0,(T). 

综合 (1),(2) 得 知 o,(T) = oa.(T) = $,o(T) = o,(T) = 
{ala €[a,b)l,p(T)= {4€ Cla & [ao 

例 7.5 定义 T:L 一 为 
Tz = (0,z1y T2071) (Vr = (zz Ta) € 17), 
易 知 TE B(L), 且 全 = 1. 求 o,(T), 并 证 明 0 € o,(T). 

解 对 YAMEC,VZz= (zzz…)E12 ,有 

(Ql ~ T)z = (zz — xi, Ar, 一 工 ). 

(1) 当 X = 0 时 ,显然 01 - T=- 了 是 单身 , 故 0 & a (TT). 

(2) 当 4 关 0 时 ,由 (AT - T)z = (AMzhz -zz — 
Xn1，""*) = 9, 得 x, = 0(n =1,2,…), 即 x = 0, 故 X41- 全 是 单 
射 ,因此 4 所 o,(T). 

由 (1),(2) 便 知 o,(T) = $. 

下 证 0 € o,(T). 

已 知 01 - 了 =- T 是 单 射 , 因为 (1,0,0,…,0,…) 区 
ROOT-T) = R(-T), 故 R(0T -了 T) 关 0 由 定义 便 知 
0€o,(T). 

一 般 来 说 ,要 求 出 一 个 具体 算 子 的 谱 不 是 一 件 容易 的 事情 , 往 
往 需 要 作 深 入 的 研究 才能 得 到 一 些 定性 的 结果 . 

下 面 介绍 有 界线 性 算 子 的 正则 集 和 谱 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 

定理 7.1 设 X 为 Banach 空 间 ,TE B(X), 且 TH <1， 
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则 (I - T 六 存在 ,(T- T) € B(X), 并 且 有 
(I- TT) = FT" =I+T+T + +T"+.,(3.39) 


n=0 


这 里 右边 的 级 数 按 B(X) 中 的 算 子 范 数 收敛 . 
证 记 S,.=T+T+…tT On = 12…), 则 S。E 


B(X). 因 为 TI <1， 故 半 | 开外 " 收 委 ,利用 算 子 范 数 的 三 角 


不 等 式 即 知 {S, | 为 B(X) 中 一 一 个 Cauchy 列 ,又 因 X 为 Banach 空 
间 , 由 本 章 定理 2.6,B(X) 也 是 Banach 空间 ,因此 |S,} 按 B(X) 
中 的 算 子 范 数 收敛 , 设 lim S， = S, 则 S € B(X), 亦 即 


因为 (I-T)(I+ T+ + TT 1)= (T+T++ TT)(I- 7) 
= -7T", 即 (1-7T)S, = S,(1-T)=1I-T", 由 于 上 TI < 
1, 故 T" 一 0( 零 算 子 ) ,在 前 式 中 令 n 一 oo, 由 本 章 $2 习题 12 便 
知 (I -了 T)S = S(I -TT) = 7, 此 式 表 明了 -本 为 双 射 , 即 
(1 一 了 T)” 存在 , 且 (1 -了 )"' = S € B(X),(3.39) 式 成 立 . 

定理 7.2 设 X 为 复 Banach 空间 ,T € B(X),) € C, 若 
141> TI , 则 4 € p(T). 


证 当 |4|> 1 TH 时 ,用 于 <1, 妈 | 工 |< 1 由 定理 
7.1, (1- 诺 ) 存在 , 且 (1- 工 ) ”E B(X). 容易 验证 


Q1- T=1(1- 于 ) , 故 (2 -T)-! E€ B(X), 由 定义 得 知 
AE PT). 
定理 7.3” 设 X 为 复 Banach 空间 ,TC B(X) , 则 工 的 正则 
集 p(T) 是 开 集 ,从 而 谱 o(T) = C \ o( 工 ) 为 闭 集 . 
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证 ”由 定理 7.2,p(T) 关 $. 

对 Yho p(T), 要 证 Xo 为 p(T) 的 内 点 , 即 存在 4 的 一 个 
邻 域 ,使 得 该 邻 域内 的 每 一 点 都 是 的 正则 点 . 

为 推导 之 需 ,我 们 不 加 证 明 地 引用 如 下 结论 (参见 书目 [2]). 

设 X 为 复 Banach 空间 ,T € B(X),A € p(T), 则 R = 
(CT - 了) 一 可 以 保持 范 数 不 变 而 延 拓 到 整个 空间 X 上 , 且 这 种 延 
拓 是 惟一 的 ; 将 延 拓 后 的 算 子 仍 记 为 RR, 则 RE B(X), 且 
RN = | Gr- Tl. 

对 A EC, 有 

a- T=AI~-T+(A-A)l 

= (hol — TT + (4 ~ A0)(h0T — T)'), 

当 [4-20| < 有- TH = RN 时 ,中 (XA 
ho)(Aof 一 T) | <1, 由 定理 7.1 知 , 算 子 S= 了 + (4 一 X40)(40ol 
-了 T) 的 逆 算 子 存在 , 且 S € B(X), 从 而 有 (AT - T)-: = 
S (of-T) ”= SR。E B(X), 由 定义 ,ME p(T), 因 此 ho 
为 p(T) 的 内 点 ,由 he 的 任意 性 ,p( 芽 ) 为 开 集 ,从 而 谱 c(T) = 
CA\p(T) 为 闭 集 . 

推论 7.1 设 X 为 复 Banach 空间,TE B(X), 则 谱 c(T) 是 
有 界 闭 集 . 

定义 7.3 ” 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE€ B(X), 称 7r(T) = 
,8up,1* | 为 了 的 谱 半径 . 

由 定理 7.2 知 ,r(T) 入 TT . 

在 数学 物理 和 计算 数学 的 一 些 问题 中 ,为 了 确定 谱 的 范围 , 常 
需要 估计 谱 半径 ,从 应 用 上 来 讲 ,上 面 提 供 的 估计 式 是 方便 的 . 

利用 解析 函数 理论 ,可 以 证 明 下 述 定理 (参见 书目 [2] ); 

定理 7.4 设 X 为 复 Banach 空间 ,X 关 10},TE B(X), 则 
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(D c(T) 关 办 (2) rT) = lm VET 1， 
$7.2 Riesz-Schauder 理论 简介 


在 本 章 $2 中 介绍 了 紧 算 子 的 概念 及 基本 性 质 . 由 例 7.2, 有 
限 维 空间 上 的 线性 算 子 的 谱 只 有 点 谱 , 即 仅 由 特征 值 构 成 .关于 紧 
算 子 的 谱 己 有 完整 的 理论 , 紧 算 子 的 谱 在 许多 方面 与 有 限 维 空间 
上 线性 算 子 的 谱 相 似 , 关于 这 方面 的 成 果 称 为 Riesz-Schauder 理 
论 , 受 篇 幅 所 限 ,这 里 只 能 作 个 简要 介绍 ,大 部 分 证 明 则 略 去 了 ,有 
兴趣 的 读者 可 参见 书目 [2] 或 [3]. 

定理 7.5 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,T € C(X,Y), 则 
TE€ CO Rk 

定理 7.6 (Riesz-Schauder 定理 ) 设 X 为 复 Banach 空间 ， 
TE C(X), 即 丁 为 X 上 的 紧 算 子 , 则 

(1) 当 X 是 无 限 维 空间 时 ,0 € c(T); 

(2) 工 的 非 零 谱 点 都 是 的 特征 值 ; 

(3) 设 4 关 0,4 € ao,(T), 则 工 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 空间 
EE = N(241 - T) 是 有 限 维 的 ; 

(4) 设 41,X4，,…,4, 是 T 的 不 同 的 特征 值 ,zi ,zz，…z, 分 
别 是 和 ,2 ，…)， 对 应 的 特征 向 量 ,那么 zi ,zz ，…,zw 是 线性 无 
关 的 ; 

(5) 工 的 谱 c(T) 或 者 是 有 限 集 ,或 者 是 仅 以 0 为 聚 点 的 可 数 
集 ; 

(6) ao(T*)=o(T), 即 o(T'")= 41A4E€o(T)}, 且 TT' 与 
工 的 非 零 特征 值 相同 ; 

(7) 设 A*E€o(T) = al(T'), 且 4 关 0, 那 么 对 应 的 特征 向 量 
空间 = N(X1 一 T) 与 E; = N(AI -TT' ) 具有 相同 的 有 限 维 
数 ; 
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(8) 设 4,y 分别 是 荆 和 T” 的 特征 值 ,4 关 yp, 那么 本 对 应 于 
4 的 特征 向 量 空间 E， = N(MT - T) 与 T* 对 应 于 的 特征 向 量 
空间 E; = N(UJ -了 T" ) 正 交 , 即 对 任意 x € EE 及 f € E; ,都 有 
f(z) = 0; 

(9) 设 4 关 0 是 工 的 特征 值 (从 而 4 € o,(T" )), 那 么 算 子 方 
程 (X41 - T)z = y 有 和 解 的 充 要 条 件 是 :y 与 E; = N(41-T') 正 
交 ; 

(10) 设 A4 关 0 是 工 的 特征 值 ,那么 算 子 方程 (A - T*)f = 
gg 有 解 的 充 要 条 件 是 :g 与 E，= N(41 - 工 ) 正 交 . 

作为 例子 ,我们 讲 一 下 (1) 和 (3) 的 证 明 . 

例 7.6 设 X 为 无 限 维 复 Banach 空间 ,T € C(X), 则 
0€o(T). 

证 反 证 法 假定 0o(T), 则 0E€ p(TT), 由 正则 点 的 定 
义 , 逆 算 子 T"':R(T) 一 XX 存在 且 有 界 ,T-' 下 = 1, 因 丁 为 紧 算 
子 , 由 本 章 定理 2.9 知 7:X-~~X 为 紧 算 子 , 由 于 X 是 无 限 维 的 ,这 
是 不 可 能 的 (本 章 例 2.14) ,因此 0E o(T). 

例 7.7 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE C(X),A 头 0,A4 € 
os,(T) ,证 明 NGCAT - T) 必 为 有 限 维 赋 范 线性 空间 . 

证 ”由 本 章 推论 1.2, 只 需 证 明 N(CAT - T) 中 的 单位 球面 S 
= ilzENOAT-T)| zl =3 为 紧 集 即 可 . 

设 iz,} CS, 则 (XI 一 丁 )z, =0, 即 Tz, = )z,, 因 ) 尖 0, 故 


(jz = = Cn = 12,…). 由 于 工 是 紧 算 子 ,所 以 上 也 是 紧 
算 子 , 因 上 z, 1 为 X 中 有 界 集 ,由 紧 算 的 定义 ,| (二 jz, | 是 X 中 
列 紧 集 ,因此 存在 子 列 | zs | ,z， 一 x EX, 且 由 范 数 的 连续 性 知 
1 1 1 
1 = = 1. 因 是 有 界线 性 算 子 ,故人 jz 一 (天上, 即 
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zu 一 (区 工 )=, 由 极限 惟一 性 ,应 有 (4Tjz = =, 即 (ML- T)z = 
0, 故 zE S. 这 表明 S 中 的 任 一 点 列 都 有 收敛 的 子 列 , 且 收 铺子 列 
的 极限 在 S 中 ,因此 S 是 列 紧 集 , 且 是 闭 集 , 故 S 是 紧 集 ,由 推论 
1.2 知 N(AT - T) 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 . 

本 节 最 后 举 一 个 求 紧 算 子 的 谱 的 例子 . 

例 7.8 定义 T:L 一 [为 


Tzr = (= 二 志 z lx,,) 


(Vz = (x1sT2,"", Ta, ) €E 2 
(1) 证 明 TE€ C(2?); 
(2) 求 o,(T),a(T),p(T). 
解 (1) 容易 验证 TE B(L?), 且 是 T=1. 
对 Yn 之 1, 定 义 T,:L!? 一 /为 
Tox = (1 0,0.) 
(Vzr= (zr,r2,°") € 17), 
易 知 T, 是 有 限 秩 算 子 ,因此 T，E C(/) (nn = 1,2,…)( 参 见 本 


章 例 2.15). 
对 Vz= (zi,zx2,…)E71 ,有 


1 
<arilzl;,, 


1 二 ee 
故 IT,- TI < (n= 1,2, )， 


由 此 知 {T,} 按 算 子 范 数 收敛 于 工 ,由 本 章 定理 2.10 知 
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TEC(2), 即 代为 六 上 的 紧 算 子 . 
(2) 设 MAEC, 对 Yz=(zz)E ,有 


(MT-T)z = (a - Dz,(2 -去 jz 人 -了 jz 
可 见 ， 当 ) = 1, 才 …， 二 ,… 时 ,ML - 了 不 是 单 射 ,而 当 
4 | 去， 二，…| 时 ,= 了 是 单 射 , 故 由 点 谱 定 义 知 ， 


n 


由 定理 7.6(1),(2) 可 知 0E c(T), 且 非 零 谱 点 都 是 特征 值 ， 
故 vc(T) = | 二， 从 而 p(T) = C\e(T) = 


o,(T) = 上 二 


1 1 
a 关 0,1, 了 也， | 


习 题 3.7 


1. 设 X 为 复 赋 范 线性 空间 ,X 关 |19} ,0,7 分 别 是 X 上 的 零 算 子 和 恒 等 
算 子 , 求 a(0),a(7). 
2. 定义 T:C[a,b] -> Cfa,b] 为 
Tz (0) = [zd (Vz(s) € Cla,b), 


证 明 0E oa,(T). 
3. 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE B(X),X€ C, 且 1X41> | 工 儿 .证明 


1- TH < rrr: 
4. 设 X 为 复 Banach 空 间 ,TE B(X),R = (A1 一 T) "(4 € p(T)) 为 
的 预 解 算 子 , 试 证 当 X -> co 时 , eR; 上 一 0. 
5. 定义 T:C[0,1] -> C[0,1] 为 
Tr(t)= zz(t) (Vz(t) € cf0,1)， 
求 c(T). 
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6. 定义 工 :已 一 己 为 
了 (二 二 ms 本) (Vr= (rx,r2,) € 1), 


证 明 :(1) TE C(2?); 
(2) o, (T) = 101. 
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第 四 章 ”Hilbert 空间 及 其 上 的 线性 算 子 


在 上 一 章 中 , 当 我 们 引出 赋 范 线性 空间 的 概念 时 , 曾 指出 范 数 
是 欧 氏 空间 中 向 量 长 度 的 一 种 自然 推广 .在 欧 氏 空间 中 ,除了 向 量 
的 长 度 ( 模 ) 之 外 ,还 有 一 些 重 要 的 概念 ,如 两 个 向 量 的 夹 角 , 两 个 
向 量 的 垂直 以 及 向 量 的 投影 等 ,这 些 概 念 在 一 般 的 赋 范 线性 空间 
中 并 没有 涉及 ,因此 使 得 它们 缺少 许多 几何 属性 ,如 勾 股 定理 、 正 
交 投 影 与 正 交 分 解 等 性 质 . 

我 们 现在 要 推广 内 积 (数量 积 ) 的 概念 ,得 到 内 积 空间 与 Hil- 
bert 空间 ,并 着 重 介绍 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 和 有 界线 性 
泛 函 的 一 些 重 要 性 质 . 


$1 Hilbert 空间 的 几何 学 


本 节 介 绍 内 积 空间 与 Hilbert 空间 的 基本 概念 和 基本 性 质 . 
$1.1 定义 与 基本 性 质 


定义 1.1 设 KK 是 实数 域 R 或 复数 域 C,X 是 K 上 的 线性 空 
间 , 若 对 X 中 任意 两 个 元 素 z,y, 都 对 应 着 一 个 数 (z,y) € K, 且 
满足 下 列 条 件 : 

(1) 共 斩 对 称 性 对 Vz,yEX, 有 (zy) = (y,z); 

(2) 对 第 一 变 元 的 线性 ”对 Yr,y,zE X 及 YA,u EK,， 
有 (MAz + py,z) = A(r,z) +t p(y,z); 
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(3) 正定 性 对 VzEX, 有 (z,z) 过 0, 且 (z,z)=0 的 充 
要 条 件 是 x = 9, 则 称 (z,y) 为 元 素 z 与 y 的 内 积 ,定义 了 内 积 的 
线性 空间 X 称 为 内 积 空间 . 当 K 是 实数 (复数 ) 域 时 , 称 X 为 实 
( 复 ) 内 积 空间 ,简称 为 内 积 空间 . 

在 通常 的 讨论 中 ,一 般 都 以 复 内 积 空间 作为 研究 对 象 . 

注 :1 内 积 (…，') 是 一 个 映射 :X x X -> K, 且 满足 定义 1.1 
中 的 三 个 条 件 ; 

2" 内 积 (.，') 对 第 一 变 元 是 线性 的 ,由 条 件 (1),(2) 知 ,对 第 
二 变 元 而 言 ,(',') 是 共 思 线 性 的 , 即 对 Yzx,y,z E XX 及 YX， 
LE K, 有 (zx,Ay+ pr) = A(r,y) tu(r,z); 

3” 当 X 是 实 线性 空间 时 ,条 件 (1) 成 为 (x ,y) = (y,z), 称 
为 对 称 性 ,这 时 内 积 (,,') 对 第 二 变 元 也 是 线性 的 . 

为 了 探讨 内 积 空间 与 赋 范 线性 空间 的 关系 , 先 介绍 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 这 个 不 等 式 在 内 积 空间 中 经 常用 到 . 

引 理 1.1(Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) ” 设 X 为 内 积 空间 , 则 对 
Vz,yEX, 有 

[|(z,y)) < (zr,r)(y,y). (4.1) 

证 ” 当 y = 09 时 , 引 理 显 然 成 立 . 

设 y 关 0, 则 (y,y) >0. 对 YAE KK, 有 

0<(z -hy,zr -Ay) 
= (zz) -A(y,z)— A(zr,y) + |A|?(y,y). 


取 X= 人 .2 代入 上 式 ,得 


Xz;X)— (zy)(yz) (zy)(Cyz) |(z,y) 1? 
(zz) (y,y) (yr) [ty y) (>) 0, 


即 (xz,z) -] 合 2 >0, 故 有 


[zy < (zr,z)(y,y). 
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可 以 证 明 , (4.1) 式 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 z,y 是 线性 相关 的 
( 留 作 练习 ). 称 (4.1) 式 为 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 

定理 1.1 设 X 是 内 积 空间 ,对 Yzx € X, 定 义 外 zl = 
(zz), 则 外 :| 是 和 上 的 一 个 范 数 ,从 而 X 按 | .| 成 为 赋 


范 线性 空间 . 
证 ”只 和 需 证 明 上 .满足 范 数 公理 的 三 个 条 件 即 可 (参见 第 
三 章 定义 1.3). 
由 内 积 定义 易 知 ,对 Yr,y€ XX 及 VXAE€ K, 有 
lzl20,8 lzl =0zr= 0;|arl = 1al lzl. 


由 于 zt+yl?= (z+y,r+y) 
= (z,7)+(y,z) + (rz,y) + (y,y) 
= (zx,7) +2Re(z,y) + (y,y) 
= | rl?+2Re(z,y)+ | yl?, 
利用 引 理 1.1, 得 Re(z,y) 志 |(z,y)| 志 zj 中 y||, 故 
lztyl?< lzl? ?+2lzl lyl + lyl? 
= (|zl+ lyl), 
从 而 Tzt+yl<llzrl + lyll(vVzr,y € X). 
因此 , 上 ， | 满足 范 数 公 理 的 三 个 条 件 , 即 外 ,|| 为 X 上 的 
一 个 范 数 . 
定义 1.2 设 X 为 内 积 空 间 , 称 zl = V(z,z)(YVzx € 
X) 为 由 X 的 内 积 (.，' ) 诱导 的 范 数 . 
定理 1.1 表明 ,内 积 空间 X 按 内 积 诱 导 的 范 数 成 为 赋 范 线性 
空间 ,从 而 也 是 度量 空间 ,X 中 的 度量 d 由 范 数 ez = V(xz,z) 
诱导 , 即 对 Yz,yEX， 
d(z,y)= zr-yl =vV(r-y,zr-y), 
因此 可 以 在 内 积 空 间 中 讨论 点 列 的 收敛 .极限 等 问题 了 . 例如 ,X 
中 的 点 列 |z, | 收敛 于 zx € X 即 是 指 | z, -ze 一 0(n -> oo). 
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利用 内 积 诱导 的 范 数 ,(4.1) 式 可 写 为 下 面 简单 的 形式 
[(z,y)l< zl lyl(Vz,y € X). (4.2) 

定义 1.3 设 X 为 内 积 空间 ,如 X 按 内 积 诱导 的 范 数 成 为 
Banach 空间 , 则 称 X 为 Hilbert 空间 . 因此 ,Hilbert 空间 是 完备 的 
内 积 空间 . 

由 前 述 可 知 , 内 积 空间 是 特殊 的 赋 范 线性 空间 ,Hilbert 空间 
是 特殊 的 Banach 空间 . 

例 1.1 在 x 维 实 线性 空间 R" = {zx = (ziyza，…zn)| 
ER,i=1,2,…,n| 中 ,对 Vz= (zzzze) yy 一 (yy2， 
or) E R" ,定义 


(zy) = Dy, 
则 容易 验证 (,…，') 为 内 积 , 故 R"” 是 实 内 积 空间 . 


R" 中 由 内 积 诱导 的 范 数 为 | z 上， = 总 避 , 由 第 三 章 例 
1.11 知 (R", 上， 中) 是 Banach 空间 ,从 而 R" 是 Hilbert 空间 , 即 
欧 氏 空间 R" 是 Hilbert 空间 . 

例 1.2 在 nn 维 复线 性 空间 C" = {x = (zza Zn )| x; 
ECi=1l2 中 ,对 YVz=(rzozz)y= (yy， 
py) E Co ,定义 


(z,y) = 3 
fl 
则 C" 是 内 积 空间 , C" 也 是 Hilbert 空间 (参见 第 三 章 例 1.12). 
例 1.3 在 实 所 全 lz = (zz，)| DE <+%,z, € 


R,n=1,2,…} 中 ,对 Vz= (rr ) ,y= (yy ) EEL, 
定义 
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(z,y) = DE 


利用 第 一 章 中 Halder 不 等 式 知 上 述 级 数 是 收敛 的 ， 且 容 易 验 证 
(.，') 为 内 积 , 故 /2 是 实 内 积 空间 .4* 中 由 内 积 诱导 的 范 数 为 


| zl;= ( 光 芭 ,由 第 三 章 例 1.14 知 ,(2?， 上 ， 才 > ) 为 Banach 
太一 下 
空间 , 故 /? 是 Hilbert 空间 . 
类 似 地 , 在 复 己 会 1 = (za 首富 |z <+ ee， 


oo 


zi EC,n=1,2,…} 中， 定义 (z,y) = 》) (VI (xia, 


y= (ye) E ), 则 复 2 是 Flbert 空间 . 
例 1.4 在 实 L?[a,b] 会 |z(z) 为 [a,6b] 上 Lebesgue 实 值 可 


测 函 数 || =?(z)d: <+ oo 中 ,对 Vz(1),y(1) E L?[a,b], 定 
义 
(zy) = | -GDy(o)dt， 

利用 第 一 章 中 Halder 不 等 式 知 z(t)y(t) E L[a,6b], 容 易 验 证 
L?[a,6] 是 内 积 空间 ,L*[a,65] 中 由 内 积 诱 导 的 范 数 为 | z 1 
= (人 dz) 由 第 三 章 例 1.15 知 (L*[a,6b], 上， 淖 ) 为 
Banach 空间 , 故 L*[a ,65] 是 Hilbert 空间 . 

类 似 地 ,在 复 L*[a,5b] 会 |z(z) 为 [a,b] 上 Lebesgue 复 值 可 
测 函 数 || 1z(D)1?de <+ | 中 ,定义 (z,y) = | 
y(zJdt(YVz(i),y(t) ELz[a,b]), 则 复 Lz[a,5] 是 Hilbert 空 


间 . 
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下 面 介绍 内 积 空间 的 一 些 基 本 性 质 . 
定理 1.2{ 内 积 的 连续 性 ) ” 设 X 为 内 积 空间 , {zx,| C X， 
人 ICX, 且 zzz 一 y 则 (zy) 一 (zy). 
证 “ 因 zx, ~> ,由 范 数 的 连续 性 , || zx, ‖ 一 iz 目 , 故 存 在 
常数 M > 0, 使 得 上 ez, <M (n= 1,2,…). 
由 于 0 委 |(zwm)-(z,y)| 
= |(zy)-(zy)+(zyy)-(zy)| 
= |(z 加 -yy)+(z -x,y)| 
委 |(z 加-y)|+|(z -x,y)| 
lz ly -yl+ lz -rllyl 
My-yl+lz, -zl lyl 0 (2 一 co)， 
故 (zw) 一 (zy). 
前 面 我 们 利用 内 积 空间 中 的 内 积 定义 出 了 范 数 ; 反 过 来 ,利用 
内 积 诱导 的 范 数 也 可 将 内 积 用 范 数 表 示 出 来 . 
定理 1.3( 极 化 恒等式 ) ” 设 X 为 内 积 空间 , Yz,yE X, 则 
(1) 当 X 是 实 内 积 空间 时 ,有 


(zy)=# (ztyl’ lz-yl’); (4.3) 
(2) 当 久 是 复 内 积 空间 时 ,有 
(zy)=$ z+tyl’- lz-yl? 
+tilztivl?-ilzr-iyl’). (4.4) 
证 ”利用 内 积 空间 中 的 内 积 与 范 数 的 关系 ez 上 = 


V (zz)(YZzEX), 直 接 验证 即 可 ,具体 从 略 . 
我 们 已 经 知道 ,内 积 空间 按 内 积 诱导 的 范 数 成 为 赋 范 线性 空 
间 , 现 在 要 问 : 赋 范 线性 空间 是 不 是 内 积 空间 呢 ? 这 里 所 说 的 赋 范 
线性 空间 成 为 内 积 空间 是 指 由 内 积 诱 导 的 范 数 恰好 是 原先 的 范 
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数 .下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 . 
定理 1.4 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 上 ‖ 为 X 上 的 范 数 , 则 XX 
成 为 内 积 空间 的 充 要 条 件 是 :对 Vx,y € X, 有 下 式 成 立 
lz+yl+lz=-ylz=20zl2+llyl2) (4.5) 
称 (4.5) 式 为 平行 四 边 形 公式 . 
证 ”必要 性 设 X 成 为 内 积 空间 ,将 范 数 用 内 积 表示 , 对 
VzyEX, 有 
z+t+yl?+ lr-yl? 
过 (z+t+y,rt+y)+(r-y,r—y) 
= (zz)+(zy)+(yz)+(yy) 
+ (zr,7)— (zr,y)— (y,rz)+(y,y) 
=2[(z,z)+(y,y)] 
= 2( 上 z 上? + 上 y 省 ), 必 要 性 得 证 . 
充分 性 ”不 妨 设 X 是 复 赋 范 线性 空间 , 且 (4.5) 式 成 立 . 对 
Yr,y EX, 令 
(x9)= (ety zy ti ), 
可 以 证 明 (',，') 确实 是 X 上 的 内 积 , 且 由 此 内 积 诱导 的 范 数 与 原 
先 的 范 数 相同 , 故 X 成 为 内 积 空间 . 具体 证 明 从 略 , 有 兴趣 的 读者 
可 参见 书目 [2]. 充 分 性 得 证 . 
下 面 举例 说 明 存 在 赋 范 线性 空间 ,但 它 不 是 内 积 空间 ， 
例 1.5 对 于 线性 空间 R" = {z = (zr, ,x,)| zi€ER, 
i = 1,2,…, nj ,容易 验证 R" 按 上 zl, = |zi|+ |zs|+ + 
1z, | 成 为 赋 范 线性 空间 ,证 明 (R", 上 . || ) 不 成 为 内 积 空间 . 
证 取 z=(1,0,0,…,0),y= (0,1,0,…,0) € R", 显 然 有 
|z [四 yl 三 1 工 又 工 十 y= (1,1,0,.…,0),z -y= (1, 
一 1,0,…,0), 帮 上 z+t+yli+jz-yj?=2+2=8 关 
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2(1 zi? + 1 y 1?), 因 此 平行 四 边 形 公式 不 成 立 ,由 定理 1.4， 
(R”, | ， 1) 不 成 为 内 积 空间 . 

设 p > 1,p 关 2, 由 第 三 章 例 1.11,R" 按 外 zll，= 
( 芝 1z1*)* 成 为 赋 范 线性 空间 ,类 似 地 可 证 (R", | . | ，) 不 成 


为 内 积 空 间 . 
例 1.6 已 知 C[a,5b5] 按 中 zj = max | z(t) | 成 为 Banach 


空间 (自然 也 是 赋 范 线性 空间 ) ,证 明 (CLa,6b], | ， | ) 不 成 为 内 
积 空间 . 
证 取 z(1) 二 1,y(1) = 三 ,显然 z(1),y(1) € C[a， 


后, 且 1 zl =1, yl = z(t) ty(t) = S28, 7(1) 


-y(t) = 区, 易 求 得 lz+yl =2,1z-yl =1 故 |z 
+yl2+lz-yla=5s 关 2(| zll2+ yj?), 因 此 平行 四 边 
形 公式 不 成 立 , 由 定理 1.4,(C[a ,6], ‖| 。||) 不 成 为 内 积 空间 . 

例 1.7 已 知 L[0,2] 按 z= [1z(:) 1d 成 为 同 范 线 
性 空间 ( 见 第 三 章 例 1.15) ,证 明 ( 世 [0,2], ‖| 。 中, ) 不 成 为 内 积 空 
间 ， 

证 取 z(1) 二 1,y(1) = +4, 则 z(1),y(1) € L[0,2], 且 
lz =2 yl =2, z+ yl = fl1+ ld =4,1z- 


yl ld ltyli+ lr- yl -17 
2(1z 性 + 1 13, 因此 平行 四 边 形 公式 不 成 立 ,由 定理 1.4， 
(LL[0,2], 上 .上 ) 不 成 为 内 积 空间 . 
类 似 可 证 , 当 p >1,p 关 2 时 ,(L?[a,65], 上 上,)( 见 第 三 章 
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例 1.15) 不 成 为 内 积 空间 . 
§ 1.2 ” 正 交 分 解 与 投影 定理 


在 解析 几何 中 有 向 量 垂直 的 概念 , 而且 两 个 向 量 垂直 的 充 要 
条 件 是 它们 的 数量 积 (内 积 ) 为 零 .下 面 我 们 将 欧 氏 空间 R’ 中 向 
量 垂直 的 概念 予以 推广 ,在 一 般 的 内 积 空间 中 利用 内 积 引 入 两 个 
向 量 正 交 的 概念 ,并 由 此 导出 正 交 分 解 与 正 交 投影 等 概念 . 

定义 1.4 设 X 为 内 积 空间 , z,yE X, 如 果 (z,y) = 0, 则 称 
并 与 y 是 正 交 的 , 记 作 z | y. 

设 M 为 X 的 一 个 非 空子 集 , 若 向 量 z 与 M 中 的 所 有 向 量 正 
交 , 则 称 xz 与 M 正 交 , 记 作 z | M. 

设 M,N 为 X 的 两 个 非 空子 集 , 若 对 YzE M,YyEN, 都 
有 zz yy, 则 称 M 与 N 正 交 , 记 作 M | 上 N. 

设 M 为 X 的 非 空子 集 ,X 中 所 有 与 M 正 交 的 向 量 的 全 体 称 为 
M 的 正 交 补 , 记 作 M+ , 即 M+ = flzEXlz 1 Mi. 

由 定义 1.4, 容 易 证 明 下 列 性 质 ( 作 为 练习 ): 

(1) 正 交 是 相互 的 , 即 车 xz | y, 则 y | rz; 

(2) z 人 Xr = 0; 

(3) 若 MC N, 则 ML+DD N+; 

(4) 对 X 的 任 一 非 空子 集 M, 有 MP ML+= 10}. 

定理 1.5( 勾 股 定理 ) ” 设 X 为 内 积 空间 ,z,yE X, 且 工 上 
y; 则 

z+yll?= |zl?+ lyl?. 
证 因 z」 y, 故 (xz,y) = 0,(y,z) = 0, 从 而 
z+yll?= (r+y,z+y) 
= (rz,7)+ (zr,y) + (y,r) + (y,y) 
= zl*+ lyl?. 
定理 1.6 设 X 为 内 积 空 间 ,M 为 X 的 任 一 非 空 子 集 , 则 M+ 
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是 X 的 闭 线性 子 空间 . 
证 设 z,y€ M+,X4,y EK, 则 对 VYzE€EM, 有 
(Ar + py,z) = A(zr,z2) + p(y,z) = 0. 
故 Az+ py € M+, 即 M+ 为 X 的 线性 子 空间 . 

其 次 ,车 iz,} CC ML, 且 zx, 一 工 , 则 由 内 积 的 连续 性 ,对 Y z 
E M, 有 (z,z) = lim(z, ,z) =0, 故 z€ M+, 即 M+ 为 X 中 的 
闭 集 ,从 而 M+ 是 X 的 闭 线性 子 空间 . 

在 解析 几何 中 ,有 向 量 投影 的 概念 ,我 们 知道 , 若 M 为 Ri 的 
任 一 线性 子 空间 (例如 ,通过 原点 的 直线 或 平面 ) , 则 对 Y x € R’， 
并 可 以 分 解 成 两 个 向 量 之 和 , 即 = zo + zi, 其 中 zoE M,zl 上 
AM, 上 述 分 解 称 为 x 关于 M 的 正 交 分 解 . 现 推广 这 一 概念 到 一 般 
的 内 积 空间 中 去 . 

定义 1.5 设 X 为 内 积 空间 , M 为 X 的 线性 子 空间 ,x € X， 
如 存在 ze E M,zi E M- ,使 得 

T= Lo 十 ly (4.6) 
则 称 zo 为 z 在 M 上 的 正 交 投影 (简称 投影 ),(4.6) 式 称 为 xz 关于 
M 的 正 交 分 解 . 

一 般 来 说 ,对 内 积 空间 中 的 任 一 向 量 x 及 任 一 线性 子 空间 
M,z 在 M 上 的 投影 不 一 定 存在 ,但 当 X 是 Hilbert 空间 时 ,车 M 
是 X 的 闭 线性 子 空间 , 则 对 YzE X,z 在 M 上 的 投影 必定 存在 而 
且 惟 一 ,这 就 是 下 面 要 介绍 的 投影 定理 . 

引 理 1.2( 变 分 引 理 ) ” 设 厅 是 Hilbert 空 间 ,M 是 末 中 的 非 空 
闭 凸 集 ,z € 五 , 记 z 到 M 的 距离 为 4 = d(x,M) = Jipf | 工 一 
y | , 则 必 存 在 惟一 的 ze E M, 使 得 1 z - zo| = d. 

证 由 实数 集 的 下 确 界 性 质 知 ,存在 | y,} C M, 使 得 lim | > 
一 外 = 4d. 下 面 先 证 明 |y,|} 为 五 中 的 Cauchy 列 . 
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因 M 为 西 集 , 故 罗 半 思 EM, 从 而 | = - 思 寺 | > ad 由 
平行 四 边 形 公式 ,得 
0O< ly -y= |(y, -zx)+(r-y) 
=2[1 -zl?+ lzr-y,|’] 
-|(y, -zx)- (rz-y,)l’ 
=2[|z-y, ?+ zy, 1 ]— ly, +y, -2zr1? 


2 
Ym + Yn 


| 


=2[|z-y, ?+ |r-y, |?]-4 
<2[|z-y, +r-y,l’]-4d 0 (m,n 时), 
故 1y, | 为 有 H 中 的 Cauchy 列 , 因 玉 是 完备 的 ,所 以 {y,| 在 矿 中 收 
敛 ,又 因 |y,} C M,M 为 闭 集 , 故 {y | 的 极限 在 M 中 , 即 存在 zx。 
E M ,使 得 y, 一 zo. 由 范 数 的 连续 性 ,有 | z- oj = lim | z = 
yl =. 
再 证 zo 的 惟一 性 .假定 还 有 yo E M, 使 得 1|z-wml =aw， 
由 于 M 为 凸 集 , 则 2 村 加 EM 
由 平行 四 边 形 公式 ,得 
2d= lz-zolz+1lz=-ylls: 
= 二 [ (zx) + (zy) 
本 |(z-zo)-(z-y)13] 
= [2z (zo+ yo) ?+ lzo— yl?] 


+ 2 
=2|: -i | + 


>>2 好 + 去 | zo -yol?， 
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由 此 便 知 z。= yo. 引 理 得 证 . 
变 分 引 理 是 内 积 空间 中 的 一 条 基本 引 理 , 它 表 述 一 种 极 值 可 
达 的 基本 结论 ,在 最 优化 理论 逼近 论 、 现 代 控 制 理论 及 微分 方程 
等 领域 中 都 有 着 重要 应 用 . 
定理 1.7( 投 影 定理 ) ” 设 太 是 Hilbert 空 间 ,M 是 太 的 闭 线性 
子 空间 , 则 对 任 一 x € HH,z 在 M 上 的 投影 存在 而 且 惟 一 , 即 存在 
惟一 的 zo。€ M 及 zi € M+ ,使 得 zx = zo + .特别 当 z €E M 
时 ,zo = zzl = 0. 
证 ” 因 线 性 子 空间 是 凸 集 , 由 变 分 引 理 , 有 zo。€ M, 使 | zx 
-zol =d = i lz-yl. 
令 zi = 工 一 zo ,那么 | zl = 1 z=-zoll =4d. 下 证 zxi € 
AML. 
任 取 y € M ,不 妨 设 y 夭 9, 要 证 (zi,y) = 0. 
对 VAEK, 有 zo+Ay€ M, 故 
de< xz- (rotay)l’: = zr, -ayl? 
= (zl — Ay,z1 ~ Ay) 
= (zzli)- (zhy)- (Ay,z1) + (Ay,Ay) 
= | zl? ~-2Re(zi,ay) + 141? 1 yl? 
= d? -2Re[A(z1,y)] + 141* yl?, 


令 ) = 久 上 0, 代 人 上 式 ,得 


Lyi 
2 .和 本 (zi,y) | (zy)| 
te Fa A a et 


RE 2 _ |(zi,y) |? 
4 yl 
故 (zi,y) = 0, 即 zx! 上 y, 由 y 的 任意 性 知 z， | M, 即 z,€ M+. 
由 此 便 有 xz = zo + zi, 其 中 zoE M,zi € M+ ,zo 即 为 z 
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在 M 上 的 投影 .下 面 再 证 明 投影 的 惟一 性 . 

事实 上 ,假如 zo,z' 都 是 在 M 上 的 投影 , 则 zo,zocE M， 
且 二 -xzo 上 M,z-zo1LM, 从 而 zo-zoM, 又 因 zo 一 z 
E M, 故 ze-zocEMnmML=10, 即 zo = zo, 惟 一 性 得 证 . 

设 五 为 Hilbert 空间 , M 为 日 的 闭 线性 子 空间 ,由 投影 定理 ， 
对 Vx € 瓦 ,有 惟一 的 正 交 分 解 式 z = zo + zl 其 中 zoE M,zi 
E MTL ,将 这 一 结果 表示 成 为 下 面 的 形式 

H= MO@M:, 

即 万 可 分 解 成 闭 线性 子 空间 M 与 它 的 正 交 补 M+ 的 直 和 . 


$1.3 ”内 积 空间 中 的 正 交 系 


在 这 一 节 , 我 们 要 将 三 维 欧 氏 空间 R? 中 的 任 一 向 量 可 以 惟 
一 地 表示 为 单位 坐标 向 量 i,j , 的 线性 组 合 这 一 重要 性 质 推 广 
到 Hilbert 空间 中 去 .为 此 , 先 介绍 一 些 基 本 概念 与 性 质 . 

定义 1.6 设 X 为 内 积 空间 ,{z, 上 } 为 X 中 有 限 个 或 可 数 个 非 
零 向 量 ,车 当 m 关 nn 时 ,有 (x, ,zx,) = 0, 则 称 {z, | 为 XX 中 的 一 个 
正 交 系 .此 外 , 若 对 每 个 n 宇 1, 有 (xz,,z,) = 1( 即 上 zx, = 1, 称 
2 为 单位 向 量 . ) , 则 称 {x, | 为 X 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 

例 1.8 ” 欧 氏 空间 R" 中 的 n 个 向 量 e, = (1,0,…,0),e, = 
(0,1,0,…,0),…,e, = (0,0,…,0,1) 是 R” 中 的 一 个 标准 正 交 
系 . 

例 1.9 在 Hilbert 空间 /? 中 , 令 

es = (0,0,…,0,1,0,0,…) (n = 1,2,…), 
Ss 
易 知 |e,| 是 /? 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 

例 1.10 在 复 Hilbert 空间 L?[-x,x] 中 ， 函 数列 

| 着 |@ = 0 +2 是 复 己 [- wm 中 的 一 个 标准 下 
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交 系 . 
例 1.11 在 实 Hilbert 空间 L[-r,x] 中 ， 函 数列 


人 二 三 六 sseie = sinnt (n = 1,2,…) 构成 实 


L*[ 一 ,x] 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 
定理 1.8 设 X 为 内 积 空间 , { z,} 为 X 中 的 任 一 标准 正 交 
系 , 则 {z, 上 中 任意 有 限 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 . 
证 对 Vk 之 1, 不 失 一 般 性 ,只 要 证 工 | ,zx;,… ,zt 线性 无 关 
即 可 . 
设 MMX GE 下 ,使 得 Aizi+Aza+…+Azke = 0, 对 
VY 固定 j(1 委 7 委 &), 则 有 
人 “+ Aize ,Zi ) 
= 2 (zi) = N(x,z) = NN, 
即 M = 0(1 < 魏 &), 故 zi,zz，…zt 线性 无 关 . 
与 有 限 维 空间 的 情形 类 似 ,可 以 将 内 积 空间 中 任 一 线性 无 关 
的 向 量 列 化 为 一 个 标准 正 交 系 . 即 有 如 下 定理 . 
定理 1.9(Gram-Schmidt 正 交 化 定理 ) ” 设 X 是 内 积 空间 ， 
{z,j*-1 为 X 中 的 一 个 线性 无 关 向 量 列 , 则 存在 X 中 的 一 个 标准 
正 交 系 {e,j”-1, 使 得 对 Vn 二 1， 有 spaniei,es,…,e,| = 
span{ zl yz 上 


证 因 zi 关 0, 令 el = TT 则 ie 外 = 1, 有 spanie} 


= span{z1}. 
令 ys = rs - (zyel)el， 则 (y ,el) = (zel) ~ (za， 
e1)(e1,e1) = 0, 故 y, 上 et, 由 于 zi,zs 线性 无 关 , 所 以 y, 关 9. 


令 e = TT {eel 是 一 个 标准 正 交 系 , 且 span| ej， 
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ez| 3 span{ x1 ,x2}. 
下 面 用 数学 归纳 法 .假定 已 有 {e ,e;,…,e:1| 是 一 个 标准 正 交 


系 , 且 spanlel ,ez，…et| = span{z1,z2, ,Tl. 


大 
令 war 二 D) (zeei)ei, 则 对 j 三 1,2,…,k, 有 
1=1 


上 
(yiyei) ea (zkrlyei) 一 DD) (x11, ei) (ei,e) 
i=1 
= (zatl ,6) > (Zi+1€;) = 10， 
即 y | elj = 1,2,…,k), 由 于 Zz) ,Xx2 ,Tht 线性 无 关 , 故 
Ytl 0. 


令 ent = TT 则 ese ent 是 一 个 标准 正 交 


系 , 且 Ek+1 是 zi4i ,el 9 的 线性 组 合 , 从 而 是 ZK+19 Tl 2 
Zh 的 线性 组 合 ,因此 


span{e1,e2,**, ek ,Ci C span{ x1 , x2 ,Ths Th }. 


4 
另 一 方面 , zt， = yr 十 > xin ei)es = | yn er + 
i=1 


日 
2 (zube)e， 故 Ti+l 是 E19€29""" Eh) Eh+l 的 线性 组 合 ， 从 而 
span| zi ,x2 ,Th sZtl] 性 span|e1,e;，,…,eiserm|. 由 此 得 知 
span{e1 ,ez2,"**, er ,eri | 到 span{ zi yzz，…… estri. 
由 归纳 法 原理 ,可 知 存在 X 中 的 一 个 标准 正 交 系 |e,}>-1 ,使 
得 对 Yn 宇 1, 有 span{ei,e;,…,e,) = span{ zi ,rs,…,T,}. 
下 面 我 们 将 高 等 数学 中 的 Fourier 级 数 概念 推广 到 内 积 空间 
中 去 . 
定义 1.7” 设 X 为 内 积 空间 ,|e,1>-, 为 X 中 的 一 个 标准 正 交 
系 ,z EX, 称 |(xz,e,)}| 为 xz 关于 标准 正 交 系 1e, | 的 Fourier 
222 


系数 ; 称 级 数 》\(z,e )e, 为 z 关于 |e j”， 的 Fourier 级 数 , 记 作 
并 一 Pe: 


如 果 z = 六 (zes)e,, 即 |z 一 如 (za)a| 一 0, 则 称 z 关 于 
n=1 £=1 
fe,} | 可 以 展开 成 Fourier 级 数 . 
下 面 讨论 x 的 Fourier 级 数 是 否 一 定 收敛 ?如 果 收敛 ,是 否 收 
钱 于 x? 
定理 1.10(Bessel 不 等 式 ) ” 设 X 为 内 积 空间 , |e,} ,为 X 
中 的 一 个 标准 正 交 系 , 则 对 任 一 z E X, 级 数 立 | (z,e,)|? 都 收 
化, 且 有 
Tled < hel (4.7) 
n=} 
证 对 Vn 二 1, 令 M, = span|e1,e;，,…,e,|, 则 M, 为 中 
有 限 维 线性 子 空间 . 
令 zo = D(zye)a 则 zo EM, 且 
i=1 
(zo,e) = (zx,e) (k= 1,2,°…,7), 
由 此 知 z - zo | M, ,特别 地 ,有 工 一 Zo | zo. 
由 勾 股 定理 ,有 
zl?= (zr- zo)+zol? 


Hz-zol?+ zo ll? 


> zl? = 2 (zser)e ll? 


= Dz) (n= 1,2,.), 
i=i 
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令 m wm, 得 习 | (ze 区 1 全. 

(4.7) 式 称 为 Bessel 不 等 式 . 

推论 1.1 设 久 为 内 积 空间 ,{e,1% 为 X 中 的 一 个 标准 正 交 
系 , 则 对 任 一 xz € X, 都 有 lim (zev) = 0. 

定理 1.11 设 电 为 Hilbert 空 间 ,|e,}>-| 为 及 中 的 一 个 标准 
正 交 系 , 则 对 任 一 z E H,x 的 Fourier 级 数 (zx,e,)e, 在 采 中 
收敛 

证 记 w = 入 (ze)a (n=1,2,…), 下 证 |s,1%1 为 昌 


中 的 Cauchy 列 . 
当 > nn 时 ,有 


lm -sl =-|S Cee = Dz)l’, 
由 Bessel 不 等 式 ， 正 项 级 数 沁 |(z,er) | 收敛 , 故 当 m,n 充分 大 
时 ， 六 |(z,et)|: 可 以 任意 小 , 即 |5,1, 为 琳 中 的 Cauchy 列 ， 


由 于 厅 是 完备 的 ,所 以 15, 4” 在 媚 中 收 和 敛 , 即 》\(z,ev)ev 在 
n=1 


中 收敛 . 

什么 时 候 Bessel 不 等 式 成 为 等 式 呢 ?这 与 X 中 的 标准 正 交 系 
所 含 的 向 量 有 没有 选 得 “足够 多 ”有 关 . 例如 在 R? 中 ,车 选 e，= 
(1,0,0),e, = (0,1,0),e3 = (0,0,1), 则 对 Yzx E€ Ri, 有 x = 


De,e)e ; 且 | zz? = 六 1(ce) 上 .着 在 权 中 只 选 了 仅 由 


两 个 向 量 构 成 的 标准 正 交 系 - 则 上 述 等 式 不 成 立 . 
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为 此 ,引入 下 面 的 定义 . 
定义 1.8 设 X 为 内 积 空间 ,|e.} ,为 和 中 的 一 个 标准 正 交 

系 ,如 果 对 任 一 x € XX, 有 
lzl?= 2 | (ze)|， (4.8) 


则 称 le 上 |- 在 X 中 是 完备 的 . (4.8) 式 称 为 Parseval 等 式 . 

如 果 z EX,z 上 |e,(n =1,2,…), 则 必 有 xz = 6, 即 X 中 不 
再 有 非 零 向 量 ,使 它 与 所 有 的 e, 正 交 , 则 称 |e, | 在 XX 中 是 完全 
的 . 

下 面 讨论 Parseval 等 式 与 向 量 z 的 Fourier 级 数 展 开 问题 . 

定理 1.12 设 玉 为 Hilbert 空间 ,M = |e|7 ,为 刀 中 的 一 
个 标准 正 交 系 , 则 下 列 四 个 条 件 等 价 : 

(1) M 为 昌 中 的 完全 标准 正 交 系 ; 

(2) spanM = H; 

(3) M 是 五 中 的 完备 标准 正 交 系 , 即 对 任 一 x € H ,Parseval 


等 式 上 zl? = 总 |(z,e.)| 成 立 ; 


(4) 对 任 一 EH, 有 x= 祝 (xve,)e,, 即 的 Fourier 级 数 
pr 

在 厂 中 收敛 于 xz. 

证 (1)=>(2) 设 M = |e,|>, 为 末 中 的 一 个 完全 标准 正 
交 系 .假定 spanM 关 电 , 则 存在 x € HH\ spanM ,zx 关 9, 由 投影 定 
理 ,有 x = zo + zx, 其 中 zo € spanM ,zi € (SpanM)L, 且 ZL 天 
0, 从 而 zi | es(n = 1,2,…), 这 与 M = fe,} ”1 的 完全 性 矛盾 ， 
故 spanM = H. 

(2)=>(3) 证 明 略 去 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 书目 [2]. 

(3)=(4) 设 对 VzEH, 有 zl?= (ze)|*. 对 及 

1 
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>1 令 w = 六 (za)a, 易 证 zs 上 sw%, 从 而 由 勾 股 定理 ,得 
k=1 


上 zl2z= (ros)+s, |? 


zos,ll?+ ls,l? 


zos,l?+ D(x,0)l’, 


用 


由 假设 , lim 六 | (ze)|: = ‖ zl2, 从 而 lm 上 zs ll2=0, 即 
| 人 


(4) 二 (1) 设 对 VrE€ HH, 有 z= Sty; 要 证 
2=1 
fe,1”-|1 为 日 中 的 完全 标准 正 交 系 . 现 设 x € H,z | e,(n =1， 


…), 则 z= Drs, )e, = Pies, 由 定义 1.8, 得 证 . 


下 面 的 定理 表明 ， 可 分 的 Hilbert 空间 五 一 定 有 由 至 多 可 数 个 
向 量 构成 的 完全 标准 正 交 系 ,因此 ,由 定理 1.12, 对 于 这 个 完全 标 
准 正 交 系 而 言 ,日 中 的 任 一 向 量 z 都 可 以 展开 为 Fourier 级 数 , 且 
Parseval 等 式 成 立 . 

定理 1.13 ” 设 瑟 为 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 五 中 一 定 有 由 至 
多 可 数 个 向 量 构成 的 完全 标准 正 交 系 . 

证 若 dimH = 2, 且 [zzz，…zn} 为 五 的 一 个 基 , 则 由 
定理 1.9,H 中 有 标准 正 交 系 [el,ez，…ev}, 且 spantel,ez，…， 
en} = span| x1 ,To，,…,ZT,} , 易 知 |e,,e,,…,e,| 在 玉 中 是 完全 的 . 

下 设 五 为 无 限 维 Hilbert 空间 , 因 H 可 分 , 故 存在 可 数 子 集 
fg1,82，,…,ga，…| 在 全 中 黎 密 . 

首先 ,在 1g,| 中 选 出 线性 无 关 的 向 量 组 ,方法 如 下 : 设 {g, 上 | 中 
的 第 一 个 非 零 向 量 为 g, , 令 zi = g,, ,然后 在 |g, 上 中 取 第 一 个 与 
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gn 线性 无 关 的 向 量 g,,, 令 zz = &, :用 归纳 法 可 取出 |g,1 中 线 
性 无 关 的 向 量 组 ig, | , 令 z = gw , 则 | zz] 为 线性 无 关 向 量 组 , 且 
spanlg,} = span| zt. 

因 瑟 是 无 限 维 空间 ,所 以 1 zi 为 可 数 集 , 由 定理 1.9, 得 到 由 
可 数 个 向 量 构 成 的 标准 正 交 系 |e} , 且 有 spaniei|} = span|zx|] = 
span|g, | , 因 spanfg = 互 , 故 spanfesj = 瑟 , 由 定理 1.12 知 le 
为 五 中 的 一 个 完全 标准 正 交 系 . 

例 1.12 在 例 1.9 中 ,|e,}”, 即 为 /* 中 的 一 个 完全 标准 正 
交 系 ,这 可 由 定义 1.8 直接 验证 . 

例 1.13 在 例 1.11 中 ,利用 Lebesgue 积分 知识 可 以 证 明 函 


数列 eo = pe = 声 cosnt,e” = Esinne(n = 1,2,…) 是 实 
Hilbert 空间 L*[ 一 x,x] 中 的 一 个 完全 标准 正 交 系 (有 关 证 明 略 ). 

由 定理 1.12 可 知 ,在 实 Hilbert 空间 L*[ 一 x,x] 中 , 任 一 函数 
X(t) 可 以 展开 为 : 


+ ope se 人 pe 2 +.... 


A i ph i 


二 tf 加 | 
人 T(t)dz, av = 元 _Z(t)cosntdt， 


6 = | za)sinnide (n= 1,2,), 
则 得 到 通常 的 Fourier 级 数 的 形式 : 
z(t) = 子 十 2 (ncosnt + b, sinnt ) ， 


注意 这 里 等 式 的 含义 是 : 右 端的 级 数 按 L*[ 一 x,x] 中 的 范 数 (由 内 
积 诱 导 ) 收敛 于 z(z). 
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$1.4 可 分 Hilbert 空间 的 模型 


为 了 得 到 可 分 的 Hilbert 空间 的 具体 模型 , 先 引 入 内 积 空间 同 
构 的 概念 . 

定义 1.9 ” 设 X,,X, 是 两 个 内 积 空间 , 若 存 在 双 射 p: Xi 一 
X, , 且 保持 线性 运算 和 内 积 , 即 对 Vz,yEX 及 YAM,pE 开 ,都 
有 

pAr+t+ py) = MPp(z) + Hp(y)， 
(p(z),p(y)) = (zy)， 

则 称 内 积 空间 X, 和 X, 是 同 构 的 . 

对 于 任 一 抽象 的 Hilbert 空间 , 下 面 研究 它 能 与 怎样 具体 的 
Hilbert 空间 同 构 . 

定理 1.14(Riesz-Fischer 定理 ) 设 互 是 Hilbert 空间 ， 
te,}”-1 是 厅 中 的 一 个 标准 正 交 系 ,又 设 a = (ai,as,…,a,,…) 
EL?, 则 存在 x € 昌 , 使 得 (1) a, = (zx,e,)(n = 1,2,…); 


(2) Iz? = Pleo,l. 


证 设 s = Dae (7 = 1,2,…), 下 证 {5,| 是 万 中 的 


Cauchy 列 . 
对 Ym,n EN( 设 m > nn), 利 用 {fe,1>_, 是 标准 正 交 系 ,有 


ls -sl?=| Bel = 3 of’, 
k=n+!1 k=n+l 
因为 a€ 47， 级 数 |. | ?收敛 ,因此 当 mm ,ma -co 时 , 六 | wj 


k=n+l 


一 0, 即 ‖ sw — s, 1 0 从 而 is,} 是 互 中 的 Cauchy 
列 ,由 厂 的 完备 性 ,存在 zx € 在 ,使 得 s, 一 z, 即 zz = > 
f=1 
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由 内 积 的 连续 性 ,对 Yn 之 1, 有 


3 
(z,0) = lim(s0) = lm( D6) eae = 0 


故 工 = Tae F(z,e)e = (zev)e,- 
kt tai “1 
利用 范 数 的 连续 性 ,有 


lz = tml = im| Doe 


= limZ lal = ll = Ziel 

定理 1.15 nn 维 实 Hilbert 空间 与 R" 同 构 ;n 维 复 Hilbert 空 
间 与 C" 同 构 . 

证 ”这 里 就 实 空间 情形 予以 证 明 , 复 空间 情形 类 似 地 可 以 证 
明 . 

设 电 为 n 维 实 Hilbert 空间 , {zi ,x;,…,x,| 为 及 的 一 个 基 ，、 
由 定理 1.9, 可 得 厅 的 一 个 完全 标准 正 交 系 |ei ,e,,…,e,}. 

作 映 射 p: 玉 一 R" 为 

9(z) = ((z,e),(z,e),, (xz,e)) (Vr EH), 

容易 验证 是 五 到 尺 " 的 双 射 , 且 保持 线性 运算 和 内 积 , 因 此 万 与 
R" 同 构 . 

关于 无 限 维 可 分 的 Hilbert 空间 ,有 如 下 定理 . 

定理 1.16 设 矿 为 无 限 维 可 分 的 Hilbert 空 间 , 则 琅 与 ( 实 
或 者 复 的 ) 同 构 . 

证 ”由 定理 1.13, 太 中 有 由 可 数 个 向 量 构成 的 完全 标准 正 交 
系 {e,j -1 

作 映射 p: 昌 一 为 

p(xz) = ((x,e1),(zx,e),'%, (zx,e,),%) (Vz EH). 
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由 Bessel 不 等 式 , >| (ze )|: 之 z 有 |? ,可 知 p 有 明确 的 
定义 ,p(z)EA(VzeE 日 ), 易 知 p 保持 线性 运算 . 

由 定理 1.12, | p(z) | 2: = 2 1(z,e) 1 = 上 z?, 故 g 是 
单 射 . 

由 Riesz-Fischer 定理 ,对 Ya = (al,a;,…) € 人 ,存在 x € 
电 , 使 得 (x,e,) = a,(n = 1,2,…), 从 而 p(x) = ((z,el), (x, 
ey),…) = 《al,a2,…) = a, 故 9 是 满 射 ,因此 p 是 从 太 到 ?的 
双 射 . 

下 面 证 明 wp 保持 内 积 . 

对 Yr,y € 万 ,由 定理 1.12， 有 z = Se ye 

n=1 


Y ye)e, ,由 内 积 的 连续 性 ,得 


(z,y) = lm( Drs), Dy,e)a) 
= lm Dlr,a) Oa) 
= (xe) Ce7 
= (9(z),9(y)), 
由 定义 1.9, 昌 与 1? 同 构 . 
定理 1.15 和 1.16 表 明 , R"( 或 C") 是 有限 维 (n 维 )Hilbert 空 
间 的 模型 , 1/? 是 无 限 维 可 分 的 Hilbert 空间 的 模型 . 


习 题 4.1 


1. 设 X 为 内 积 空间 ,z,yE X, 若 对 YzEX, 都 有 (zx,z) = (y,z), 证 
明 z = y. 
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2. 设 X 为 内 积 空间 , | zj ,{y。 | 为 X 中 的 两 个 点 列 , 且 zu 一 Zn 一 
,证 明 (z, ,mn)-(z,y) (m,n — %). 

3. 设 X 为 内 积 空间 ,{z.jCX,zEX, 如 果 1 zil 一 外 zl (zz) 
一 (zz), 证 明 z, 一 工 . 

4. 设 X 为 实 内 积 空间 ,z,y 为 非 零 向 量 ,证 明 上 z+yll = zll+ 
ly 外 当 且 仅 当 存在 > 0, 使 得 y = az. 

5. 证 明 赋 范 线性 空间 (R" , 上 .| 。 ) 不 成 为 内 积 空间 ,其 中 1 zj。 = 
max | zl (Vz = (zi,z2,%, 7 ) € R"). 

6. 设 1 世 p<+%,p 关 2, 证 明 赋 范 线性 空间 (4, 外 。 |，) 不 成 为 内 积 
空间 
7. 设 X 为 内 积 空间 ,zi ,zz,，…，,zw 为 X 中 两 两 正 交 的 向 量 , 则 
zt+z+…+zllz=: lzllz+llzlz+…+lzl2， 
8. 设 X 为 内 积 空间 , M 为 X 中 的 非 空子 集 ,证 明 ML = (M)+. 
9. 设 日 为 Hilbert 空间 ,M 为 五 的 闭 线性 子 空间 ,证明 M = (M+)+. 
10. 设 X 为 内 积 空间 , le,| 7-, 为 X 中 的 完备 标准 正 交 系 ,证 明 {e,}>-， 


为 X 中 的 完全 标准 正 交 系 . 
11. 设 X 为 内 积 空间 ,|e ,e;,…,e, 1 为 X 中 的 一 个 标准 正 交 系 ,对 任 一 


了 EX, 令 四 = 久 (zva)a ,证 明 对 任意 的 ,ha E 天 ,有 
k=1 


Ir-zoll <|:- Snol. 
12. 设 妃 为 Hilbert 空间 ,M 为 有 H 中 的 非 空 凸 集 ,点 列 {zx,} C M, 且 
| zx, 1 一 4d, 这 里 4d = 带 趾 zz 中 ,证明 {x,| 在 和 中 收敛 . 
13. 设 XX 为 内 积 空间 ,IM 为 X 的 线性 子 空间 ,zx E X. 如 果 zo 是 zx 在 M 
上 的 投影 ,证 明 上 z - zol = intf lz-yl. 


$2 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 


本 节 主 要 介绍 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 以 
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及 Hilbert 空间 的 另 一 个 重要 特性 一 一 自 共 轿 性 . 
当 五 是 Hilbert 空 间 时 ,第 三 章 8$ 3 中 关于 赋 范 线性 空间 上 的 
有 界线 性 泛 函 以 及 共 孝 空间 的 一 般 性 质 在 Hilbert 空间 五 中 同样 
适用 .但 有 中 有 内 积 ,这 是 一 般 的 Banach 空间 所 没有 的 ,因此 , 关 
于 瓦 上 的 有 界线 性 泛 函 以 及 瓦 本 身 有 一 些 更 深入 的 结果 . 
由 第 三 章 定理 3.4, 便 有 如 下 定理 . 
定理 2.1 设 X 为 内 积 空间 , 则 X 的 共 轿 空间 XX” 是 Banach 
空间 . 
例 2.1 设 X 是 内 积 空间 ,任意 固定 yE 义 ,定义 映射 已 :X 
一 KK 为 
FE,(rz)= (zr,y) (Vx € X), (4.9) 
证 明 F, € X" ,并 求 下 , |. 
证 由 内 积 的 定义 易 知 F, 为 X 上 的 线性 泛 函 . 由 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 对 Yrx € X, 有 
| 已 (z)|= |(z,y)|< yl lzl, 
故 FF, 是 有 界线 性 泛 函 , 即 F, € X', 且 有 上 过 Dy 此. 
若 y = 090, 显然 F,=0, 且 FE, 中 = yl =0. 
不 妨 设 y 关 0, 因 F,(y) = (y,y) = yy 上 , 故 
Fi 
EH = 逆 了 


> 下 导 | - 11， 


从 而 有 FF = yl. 
称 (4.9) 式 定义 的 下 为 由 y 通过 内 积 导 出 的 有 界线 性 泛 函 . 
当 太 是 Hilbert 空间 时 ,下 上 的 有 界线 性 泛 函 具有 什么 形式 
呢 ? 对 此 有 著名 的 下 .Riesz 表示 定理 ,该 定理 给 出 了 Hilbert 空间 上 
有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 . 
232 


定理 2.2(F.Riesz 表 示 定 理 ) ” 设 五 为 Hilbert 空 间 , 下 为 万 上 
的 有 界线 性 泛 函 , 则 必 有 惟一 的 y € 瓦 ,使 得 对 任 一 过 GE 电 , 有 
F(z) = (z,y), 且 Fl = jyi. 

证 车 下 = 0, 则 取 y = 9 即 可 . 

设 下 关 0, 此 时 下 的 零 空间 M = N(F) 为 日 的 闭 线性 子 空 
间 , 且 M 尖 万 .由 投影 定理 可 知 互 = MM+, 从 而 M+ 关 和 91， 


即 存在 y E M+ ,yi 关 09, 显然 F(y1) 天 0. 令 2 = FJ' 则 


yy EM, F(y)=1. 

对 YrzE€ 互 , 有 

F(z—- F(zr)y,) = F(x)— F(xr)F(y,) = 0, 
故 zx-Fz)y € M, 因 此 (zx -F(z)y,,y;) = 0， 
即 (zx,y2)— F(z) y=0, 
从 而 F(z) = (zT 六 和 到 y= 沁 T. 则 有 
F(z) = (zx,y) (Yr € H). 

下 证 惟一 性 . 若 存在 z € 万 , 使 得 F(z) = (zx,z)(Yzx € 
万 ), 则 有 (z,y) = (z,z), 即 (z,y-z)=0(CYVzeE 瑟 ), 由 工 的 
任意 性 便 知 z = y. 

由 例 2.1 知 Fl = | yl. 

下 .Riesz 表示 定理 说 明 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 都 可 以 
看 成 是 由 空间 中 某 向 量 y 通过 内 积 导 出 的 有 界线 性 泛 函 下 ,. 

下 面 我 们 利用 下 .Riesz 表示 定理 来 介绍 Hilbert 空间 的 另 一 重 
要 特性 一 一 自 共 示 性 . 

已 知 Hilbert 空间 五 和 它 的 共 因 空 间 王 ”都 是 Banach 空间 , 作 
映射 了: 瓦 一 五" 为 

Tu=F, (YxzE 万)， (4.10) 
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其 中 到 为 由 w 通过 内 积 导 出 的 有 界线 性 泛 函 . 

由 F.Riesz 表示 定理 可 知 工 是 双 射 , 且 是 五 到 五 ”的 保 范 算 
子 , 即 | Tel = lul(vu EH). 

对 Vu,v€E H,VA,xEKR 有 YrEH, 有 

Frm (Tz) = (z,hu + pv) 
= A(zr,u) +y(r,v) 
= AF, (xz) + pF,(zx) 
= (AF, + pF,)(z), 
故 TGahu + jv) = Frm = 4F, + pF, = 4Tu+yTv, 这 说 明 当 
于 是 实 空间 时 ,TT 为 线性 算 子 ,由 第 三 章 定义 3.3 知 ,HH 与 H* 同 
构 . 

而 当 玉 是 复 空间 时 ,全 是 双 射 ,是 保 范 算 子 , 但 荆 不 是 线性 
算 子 ,而 是 共 纯 线性 算 子 ,此 时 称 笋 与 昌 * 复 共 肛 线 性 同 构 . 

不 论 是 实 空间 还 是 复 空 间 ,我 们 将 w E HH 与 F, € H' 看 
成 是 一 致 的 , 即 把 向 量 看 成 泛 函 F, ,也 把 泛 函 F, 看 成 向 量 u, 这 
样 玉 与 H" 就 “同一 化 ”了 ,在 这 个 意义 下 ,我 们 称 太 是 自 共 思 的 . 
但 要 注意 ,对 于 数 4E 天 和 向 量 x € 五, 当 把 ix 看 成 泛 函 时 , 它 在 
ZE 万 处 的 值 是 泛 函 zx( 即 F, ) 在 处 的 值 乘 以 X. 

由 前 述 可 知 , 当 五 是 实 空 间 时 ,如 和 五 ”就 完全 一 致 了 ( 同 构 
意义 下 ,HH = 五 " ), 因 此 对 于 实 Hilbert 空间 R" ,2 ,L2z[a ,bg], 有 
(R")" = 及 (OA) = 02,(L?[a,6])” = L?[a,6], 它 们 都 是 自 
共 思 的 ,这 与 第 三 章 $ 3 中 的 有 关 结 果 是 一 致 的 . 

例 2.2 设 旷 为 无 限 维 可 分 的 Hilbert 空间 ,下 为 本 上 的 有 界 
线性 泛 函 , 求 下 及 下 .Riesz 表示 定理 中 y 的 具体 表示 形式 . 

解 ”由 定理 1.12,1.13 可 知 万 中 有 由 可 数 个 向 量 构成 的 完 


全 标准 正 交 系 [e,1%.1, 目 对 Vz EH, 有 z= (ze,)e,. 
n=1 
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因 下 是 连续 线性 泛 函 ,所 以 


F(zr)= F(lim (x,0)6) 
momisl 


= limF( D(z,ei)e) 
We k=1 


lm (za)F(e) 
Ds) Fa). 

下 而 证明 | F(a)| <+o. 

令 h = 2 Fla a(n = 1,2,…), 则 


Fk,) = DFC) = Nh 2(n = 1,2,). 
另 一 方面 ,| F(h,)]? < 有 FIA = FN?F(h,), 故 


[FCS IF?, BDIF(G)|: < FN = 1,2,...), 从 


而 DFC) |? <+ oo. 
1 


因此 ,由 定理 1.14, Y\ F(aJe, E 厅 利 用 内 积 的 连续 性 有 


(zx, Fle)e, )= D(z,e)F(e,) = F(x) (Vz € H), 记 


y = 六 FCaJe,, 则 y 即 为 所 求 


习 题 4.2 


1. 设 下 为 Hilbert 空间 C" 上 的 有 界线 性 泛 函 , 求 下 的 具体 表示 形式 . 
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2. 设 下 为 Hilbert 空间 /* 上 的 有 和 界线 性 泛 函 , 求 下 的 具体 表示 形式 . 

3. 设 下 为 复 Hilbert 空 间 L*[a,b] 上 的 有 界线 性 泛 菠 , 求 下 的 具体 表示 
形式 . 

4. 设 太 为 Hilbert 空间 ,|z,| CH,zr E 昌 , 证 明 z, -到 -zx 的 充 要 条 件 
是 :对 VYy€ H,(zr,,y)— (rz,y). 

5. 设 万 为 Hilbert 空间 , |z,| CC 有 ,zx € 妥 , 证 明 xz, -> 的 充 要 条 件 


是 :zz 和 且 上 zl 一 zl. 
6. 设 也 为 Hilbert 空间 ,证 明 所 的 共 配 空间 互 ” 仍 是 一 个 Hilbert 空间 ， 


五 ”中 的 内 积 定义 为 
(FF,)= (u,v)= (v,u) (VE,,F, € H'), 
其 中 F(z)= (zu),F (zr)= (zu) (Yr EH). 


$3 ” Hilbert 空间 上 的 伴随 算 子 和 自 伴 算 子 


$3.1 伴随 算 子 


定理 3.1 设 妃 ,G 为 Hilbert 空 间 ,TE B(H,G), 则 存在 惟 
一 的 算 子 S € B(G, 日 ), 使 得 对 VYzx € H,YVy€ G, 有 
(Tz,y) = (z,Sy). (4.11) 
证 对 任意 固定 的 yE€ G, 令 F(z)= (Tzr,y)(Vz€H)，, 
由 于 人 是 线性 算 子 , 易 知 下 , 是 日 上 的 线性 泛 函 . 又 因 对 Yx € 
五 ,有 
[F(z)|= |(Tr,y) < | Tr yl 
QlTHzl lyl, (4.12) 
故 下 是 日 上 的 有 界线 性 泛 函 .由 F.Riesz 表 示 定 理 , 存 在 惟一 的 元 
素 , 记 作 y”E 非 ,使 得 F(x) = (zx,y’)(YVx € 昌 ), 即 下 ,为 由 
y” 通 过 内 积 导出 的 有 界线 性 泛 函 , 且 Fl = jy* 中. 
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作 映 射 S:G 一 玖 为 
Sy=y" (YyE€0G), (4.13) 
则 对 Yz E€ H,Vy€ G, 有 (Tzr,y) = (z,Sy). 
现 证 SE B(G,H). 对 Vy,y €E G,VA,u E K,YrE 
五 ,有 
(z,S(Myi + py2)) = (Trayi + py2) 
= A(Tzr,y) +p(Tzr,y,) 
= A(x,Sy)+p(r,Sy,) 
= (x,ASy1 + pSy,), 
因此 S(Ay + jys) = XSy, + HpSy , 即 S 为 线性 算 子 . 
由 (4.12) 式 可 知 Fi 十 TH yl 咱 , 故 对 Vy € G, 有 
sy = y= El<lTIIyl, 
因此 S 为 有 界线 性 算 子 , 且 eS < Tl, 即 S€ B(G,H). 
最 后 证 明 惟 一 性 . 设 有 S, € B(G ,万 ) ,使 得 
(Tzr,y) = (z,Siy) (Vr €E H,Yy € G), 
则 由 (4.11) 式 ,有 (xz,Sy Siy) = 0, 由 并 的 任意 性 , Sy - Siy = 
6(VyE G), 故 S = Si. 惟 一 性 得 证 . 
由 上 述 定理 ,引入 下 面 的 定义 . 
定义 3.1 设 互 ,G 为 Hilbert 空间 ,T € B(H,G), 称 满足 
(4. 11) 式 的 惟一 的 有 界线 性 算 子 SE€ B(G ,五 ) 为 工 的 伴随 算 子 
(或 共 思 算 子 ), 记 作 S = TT". 
由 定义 可 知 ,对 Yr € 昌 YyE€G, 有 
(Tz,y) = (zx,T" y). (4.14) 
例 3.1 设 el,e,,…,e, 为 Hilbert 空 间 C” 的 一 个 完全 标准 正 
交 系 , 工 是 C" 到 C" 的 线性 算 子 ,由 第 三 章 例 2.6 知 TE B(C")， 
求 T". 
解 ” 由 第 三 章 例 1.8, 对 于 C” 的 基 e, ,e,,…,e, 而 言 , 工 由 一 
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个 n 阶 和 矩阵 所 惟一 确定 , 设 了 对 应 的 矩阵 为 A = (ai )wxn, 即 


Te; = Saal = 1,2,.…,n). 
由 定义 3.1,T" EE B(C"), 设 T* 对 应 的 矩阵 为 B = 
(5 )wwss 即 


S112) 
=1 
下 面 求 B = (bij ),xn .由 于 e1 ,es,…,e, 是 标准 正 交 系 , 故 


(Te,e)=a,,, 
(T'e,e)=b; (i,j = 1,2,…,n). 
由 (4.14) 式 ,应 有 
(Tei,e;) = (elT re) (= 1,2,,n), 
因此 ,对 于 ij = 1,2,…,n, 有 
b;:=(T'"e,e)= (e,T’e;) 
= (Te,e) = ai， 
即 b = Qji(i,j = 1,2,…,n), 从 而 有 B= A7, 即 B 为 A 的 共 生 
转 置 . 
类 似 地 ,在 Hilbert 空间 R" 中 , 设 TE B(R"), 取 定 R" 的 一 
个 完全 标准 正 交 系 , 设 全 对 应 的 矩阵 为 A = (oa ),x, , 则 TT" 对 应 
的 矩阵 为 A 的 转 置 和 矩阵 A7. 这 个 结果 与 第 三 章 例 5.3 中 当 m = nn 
时 的 结果 一 致 . 
例 3.2 设 ia,| 为 一 有 界 复 数列 ,定义 了 :12 -> 22 为 
Tz = (aiziyazza yanzy s**) 
(Vz 宝 (zz € 27), 
证 明 TE B(L*), 并 求 工 *. 
证 设 |a, | 之 Mln = 1,2,…), 容 易 验证 丁 为 线性 算 子 , 且 


器 
3 
上 

SP 
™ 

一 
| 


对 YzE2, 有 1Tzla=( 忆 ozi<Mlzl 故 Te 
n=1 
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B(1),8 THEM. 
下 面 求 T .对 Vz= (rr),y = (y1,y2，,…) EL, 有 


(zx,T"y) = (Tzr,y) = D(a)y, = Dx (ay, ), 


由 xz 的 任意 性 知 T*y = (atytyaay many 和) (Yy = (yi, 
ya ys E 全 

下 面 介 绍 伴随 算 子 的 一 些 性 质 . 

定理 3.2 ” 设 电 ,G 为 Hilbert 空间 ,TE B(H,G), 则 

(DT) = T; NTH = TH; 

(3) T° TH = TTI = | TI?. 

证 (1) 已 知 TEB(H,G), 故 T* €B(G,H),(T’*)"€ 
B(H,G). 对 Vr € H,Vy € G, 由 于 (y,Tzr) = (Tzr,y) = 
(z,T’y)= (Ty,z) = (y,(T")"z), 故 (T*)" =T. 

(2) 由 定理 3.1 知 1 六 外科 人 ITl ,由 (1) 的 结果 ,又 有 
11TH= 到 站 入 站, 故 1 姓 站 = 上 Ti. 

(3) 注意 到 T*T € B(H),TT* € B(G), 由 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 , 对 Yx € 媚 , 有 

| Tr? = (Tr, Tr) = (x,T' Tr) 
<ITTrl zl 
<I TTII zl?, 


故 TH?<IT*TH<NT*HITI = 中 TI?, 从 而 
IT*TIH = TH. 
由 此 ,有 
TT = TD) T= T= Th?, 
因此 17T*TI= TTT*H = | TH?. 


定理 3.3 设 末 ,G, 上 为 Hilbert 空间 . 
(1) 若 Ti,T, € B(H,G),4,py € K, 则 (aT + pT,)" = 
MTT + pT2; 
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(2) 车 TE B(H,G),S € B(G,L), 则 (ST)" = T"S"; 
(3) 车 TE B(H,G), 工 为 及 到 G 的 双 射 , 则 (三 ) 存在 ， 
(T’)"'€ B(H,G),8(T)' = (7T")". 
证 (1) 对 VrE€E 日 ,VYy€G, 由 于 
(CT + pTi)zr,y) = 4A(Tizr,y) + p(T zx,y) 
= A(z, TI y)+ py(z,T?y) 
= (zx,(AT? + 1T; )y), 
所 以 (Ti +AT) = ATrY +AT 
(2) 注意 到 STE B(H,L), 对 Yr€ H,Yz EL, 有 
(STzr,z) = (Tzr,S"z)= (zx,T"S’z), 故 (ST)” = T*S". 
(3) 由 Banach 逆 算 子 定理 ,T 的 逆 算 子 T! 存在 且 是 有 界线 
性 算 子 , 即 T 7 E B(G,H). 由 定义 3.1 知 (T-')” 存 在 , 且 
(TD)”E B(H,G). 
对 Yz,yE 万 ,由 于 
(rz,T CT >y) = (Tr,(T™)" y) 
= (TTz,y) 
= (x,y), 
所 以 TT"(T')”= ,此 处 1 为 H 上 的 恒 等 算 子 . 
另 一 方面 ,对 Yu,v € G, 由 于 
(TD Tv) = (Tu,T’w) 
= (TT u,v) 
= (u,v), 
所 以 (T"')* T”= 无, 此 处 无 为 G 上 的 便 等 算 子 . 
综 上 所 述 可 知 (T" )” 存在 , 且 
(T’) = (T")" € B(H,G). 
定理 3.4 设 万 为 Hilbert 空间 ,TE B(H), 则 械 的 零 空间 
N(T) 与 值 域 R(T) 和 了 T" 的 零 空间 N(T" ) 与 值 域 R(T' ) 之 
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间 有 下 列 关系 : 

(1) N(T) = R(T’)+:; (2) R(T) = NGT 六 . 

证 (1) 设 zEN(T), 则 Tzr = 9. 对 Vy€ 晶 ,由 于 (Tz， 
y) = (zr,T*y) = 0, 故 zx R(T'), 即 x € R(T')+, 从 而 
N(T)C R(T’)-. 

反之 , 设 z ER(T')+, 即 z | R(T'), 对 YyE€HH, 因 
(Tz,y) = (zx,T'y) = 0, 故 Tr = 90, 即 z € N(T), 从 而 
R(T" )+C N(T), 由 此 知 (1) 成 立 . 

(2) 由 (1) 的 结果 知 N(T*) = R((T 六 六 = R(T)+, 由 
于 R(T) 为 H 的 闭 线性 子 空间 , 由 本 章 习题 4.1 的 第 8,9 题 知 
N(T')+= (R(T)+)+= (R(T)+)+ = R(T), 故 (2) 成 立 . 


$3.2 ” 自 伴 算 子 


定义 3.2 设 忆 为 Hilbert 空间 ,TE B(H), 由 定义 3.1， 
T" € B(H), 如 果 T”= TT, 则 称 工 为 自 伴 算 子 (或 自 共 罗 算 
子 ). 

由 定义 , 若 T 为 自 伴 算 子 , 则 对 Yx,y € 电 , 有 

(Tzr,y) = (z, Ty). (4.15) 

在 例 3.1 中 , 当 A = (a;j),x, 满足 47 = A 时 (此 时 称 A 为 
Hermite 和 矩阵 ) ,有 T”= 丁 , 即 全 为 自 伴 算 子 .因此 , 自 伴 算 子 是 
Hermite 和 矩阵 在 Hilbert 空间 中 的 推广 , 自 伴 算 子 与 Hermite 和 矩阵 有 
许多 相似 的 性 质 , 有 关 这 点 在 本 章 8$ 5 中 将 会 看 得 更 加 清楚 . 

在 例 3.2 中 , 当 | c, | 为 一 有 界 实数 列 时 ,有 T”= TT, 即 古 为 
自 伴 算 子 . 

下 面 介绍 自 伴 算 子 的 性 质 . 

定理 3.5 设 互 为 Hilbert 空 间 ,{1T,jCB(H),TEB()， 
如 果 {T,| 是 自 伴 算 子 列 , 且 1T.,| 一 致 收敛 于 T, 则 工 也 是 自 伴 算 
子 . 


241 


证 ”由 定理 3.2 和 3.3, 有 
IT -T= 1(T, -7T)*| 
= TT, TI(n = 1,2,…). 
由 已 (五 ) 中 的 三 角 不 等 式 , 得 
IT*-TH<IHT -Ti+lT -T+ 人 liT,-TH 
=lT:-T"{+0+ (TT,-TI 
=2|7T,- TI—0, 
故 ‖T" -| = 0, 即 T”= TT, 因此 工 是 自 伴 算 子 . 
定理 3.6 设 瑟 为 复 Hilbert 空间 ,TE€ B(H), 则 工 是 自 伴 
算 子 的 充 要 条 件 是 对 任 一 x € 电 ,(Tz,z) 为 实数 . 
证 ”必要 性 ” 设 芽 为 自 伴 算 子 ,对 Yx€H, 有 
(Tzr,z) = (z,Tr) = (Tzr,z), 


故 (Tz,z) 为 实数 . 
充分 性 。” 设 对 VYx € H,(Tz,z) 为 实数 , 则 
(Tr,z)=(Tz,z) = (zx,Tz). (4.16) 


容易 验证 ,对 Vz,y € 万 ,下 面 的 等 式 恒 成 立 ( 类 似 于 定理 
1.3(2), 也 称 为 极 化 恒等式 ) : 


(Tz,y) = #3[(T(z +y),z+y)- (T(z 一 y), 工 一 y) + 


i(T(z +iy),r+iy)-i(T(zr -iy),z - iy)]. (4.17) 
由 (4.16) 及 (4.17) 式 ,对 YVz,yE 电 , 有 


(Tr,y) = 3[(z +y,T(z+y))- (rz—-y,T(zr—y))+ 


i(zt+iy,T(z+iy)) -i(r-iy,T(zr— iy))], 
经 直接 验算 , 便 知 (Tr,y) = (zx,Ty), 即 T" = T, 故 全 是 自 伴 算 
子 : 
例 3.3 在 复 Hilbert 空间 L*[0,1] 上 ,定义 TT:L?[0,1] 一 
L?[0,1] 为 Tr(z) = tr(z)(Yzx(t)€ LL?[0,1])( 称 古 为 乘法 算 
242 


子 ), 证 明代 是 自 伴 算 子 . 
证 “容易 验证 工 是 上 L2[0,1] 到 L?*[0,1] 的 线性 算 子 , 且 对 


Vz(1) E L*[0,1], 有 
| Tz = (etz pa) 


< (| za = 1 zl 
故 TH <<1, 即 TE B(L:[0,1]). 
对 Vz() € L?[0,1], (Tr(2),z()) = | (502Jdt 


= riz(4) ?de 为 实数 ,由 定理 3.6,T 是 自 伴 算 子 . 


例 3.4 设 瑟 为 复 Hilbert 空间 ,TE€ B(H), 证 明 荆 可 表示 
为 = Ti + iT,, 其 中 TI,T, € B( 昌 ) 为 自 伴 算 子 . 

证 ”由 定义 3.1,T" € B(H), 令 
T+T" T-T" 


2 


Ti = 
显然 T,,T, € B(H). 
由 定理 3.2 和 3.3 知 ， 
本 
Ti=7T" +7(T')" = 2 = T,, 


=- 直 (人 T -TD))= 工 5 = TD, 


因此 Ti , Ts 都 是 自 伴 算 子 , 且 了 = Ti + iT,. 

通常 称 Ti 二 分 别 为 过 的 实 部 和 虚 部 , 代 三 T 中 1T2 类 似 
于 复数 z = Re(z) + iIm(z) 的 表达 式 . 

例 3.5 这 里 举 下 面 的 例子 说 明定 理 3.6 在 实 Hilbert 空 间 中 
不 成 立 . 
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/ol 
设 工 是 由 和 矩阵 A = i , 
( 必 有 界 ), 即 Tz = 4Az(Yz = (zi,7z2) € R’*), 则 对 Vz = 
(Zz1,72)T € R’,Tzr 5 (2 一 Zi) , 故 (Tz,z) 三 ZIZ2 XIT2 
= 0, 因 此 对 VY x € R’',(Tz,z) 为 实数 . 

另 一 方面 , 由 例 3.1 可 知 ,T 的 伴随 算 子 T" 是 由 AT = 
(1 所 确定 的 从 R? 到 R: 的 线性 算 子 , 故 T* 天 工 , 即 工 不 
是 自 伴 算 子 . 

类 似 地 ,由 本 例 可 以 说 明 ,在 实 Hilbert 空 间 用 中 ,下 式 不 恒 成 
立 (其 中 工 为 有 界线 性 算 子 ) ; 


(Tz,y) = 了 [(T(z+y),z+y)-(Tz-y)z-y)] 


(Yz,yE H), 
但 容易 验证 , 当 工 是 实 Hilbert 空间 上 的 自 伴 算 子 时 ,上 式 恒 成 立 . 


) 所 确定 的 R? 到 R? 的 线性 算 子 


习 题 4.3 


1. 设 所 为 Hilbert 空间 ,1,0 分 别 为 有 H 上 的 恒 等 算 子 和 零 算 子 , 求 1*， 
0°. 
2. 定义 了 T: 忆 一 己 为 
Tr = (0,ziz…)(Vz= (zzr…)ED)， 
证 明 TE B(2), 并 求 工 . 
3. 设 {o, 上 为 一 有 界 复数 列 ,定义 :1? 一 1? 为 
Tr = (0,0,atztazzz)(Vz= (zz)ED)， 
证 明 TE B(L), 并 求 T*. 
4. 设 万 为 Hilbert 空 间 ,TE€ B(H), 令 S= 了 + TT 本 ,证 明 S 是 单 射 ， 
即 N(S) = {01. 
5. 设 刀 为 Hilbert 空 间 ,TE B( 日 ) 为 自 伴 算 子 ,对 任意 n 宇 2(n € N)， 
证 明 T" 也 是 自 伴 算 子 . 
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6. 设 电 为 Hilbert 空 间 ,S,TE B( 五 ) 为 自 伴 算 子 ,证 明 ST 为 自 伴 算 子 


的 充 要 条 件 是 ST = TS. 
7. 设 媚 为 复 Hilbert 空间 ,TE B(H), 证 明了 ”= 一 本 的 充 要 条 件 是 对 
任意 z € H,Re(Tz,x) = 0. 
8. 设 厅 为 复 Hilbert 空间 ,TE€ B(H) ,证明 
p(T*)= {41a€ p(T)}, 
oT*)= {X14€ ol T). 


$4 ” Hilbert 空间 上 的 几 种 算 子 


除了 上 节 介 绍 的 自 伴 算 子 外 ,本 节 简 要 地 介绍 Hilbert 空间 上 
另外 几 种 重要 的 有 界线 性 算 子 及 其 性 质 , 这 些 算 子 有 着 广泛 的 应 
用 . 


8$4.1 ”投影 算 子 


设 电 为 Hilbert 空间 ,M 为 有 H 的 闭 线性 子 空间 ( 按 五 中 的 内 
积 , M 本 身 也 是 Hilbert 空 间 ), 由 投影 定理 ,对 Y zx € 万 ,有 惟一 的 
正 交 分 解 式 
工 = zo + zi, 其 中 zx。€ M,zri € ML， 
这 里 zo 称 为 zx 在 M 上 的 投影 . 
定义 映射 P: 厅 一 M 为 
Pr = zo, (4.18) 
即 Pz 为 z 在 M 上 的 投影 . 
定义 4.1 称 (4.18) 式 所 定义 的 映射 为 厅 到 M 上 的 投影 
算 子 .有 时 为 了 标 出 P 和 NM 的 关系 ,记忆 为 Pv. 
定理 4.1 设 妃 为 Hilbert 空间 , M 为 的 闭 线性 子 空间 ,P 
是 媚 到 M 上 的 投影 算 子 , 则 PE B(H), 且 Pi = 0 或 1. 
证 对 Yr,y€E H,VYi,u EK, 
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设 z=xzo+zl (zcEMrE ML)， 
y=y+y (xcMyEAM-)， 
则 AMz + py = (hzo + py0) + (Mr + py1), 
易 知 hzo + pyo E Mazri + py € M+, 
由 定义 4.1, 有 
P(Az + py) = Mro + pyo = APr + APy， 
即 PP 为 线性 算 子 . 
另外 ,对 Vr€EH,r=zot+zxi= Pr+zri, 且 Pr.| zi, 由 
勾 股 定理 ,xz ?= Pz 上 ?+z 上, 故 上 Pz 声 上 xz, 从 
而 已 是 有 界线 性 算 子 , 即 PE B(H), 且 Pl <1. 
下 证 Pl = 0 或 1. 
车 M = i9}, 则 对 Yzx € 日 ,Pr = 90, 即 P 为 零 算 子 , 故 
1P1 =0. 
车 M 尖 109|, 则 存在 zoE M,zro 关 9, 这 时 Pro。 = zo, 故 
P | Pzo | 
Xo 


lpPl = sp E> 


9 

1 P1 = 1 

例 4.1 设 互 为 Hilbert 空间 ,fei ,ez，…evj| 为 媚 中 的 一 个 

标准 正 交 系 ,M = span|el,e,,…,e,| ,由 于 M 是 有 限 维 的 ,由 第 

三 章 推 论 1.1 知 M 是 互 的 闭 线性 子 空间 .对 Y x 6E 万 , 试 求 Pwz 
的 表示 式 . 

解 由 投影 定理 ,对 YzE 互 ,有 z = zo+ xi, 其 中 zo。 E€ 


M,ziE M+. 


= 1, 前 面 已 知 上 P 1 入 1, 故 


因 zo EM = span{e1 ,es,…,e,|, 可 设 zo。 = 》) Xei, 则 对 
k=1 


VE(I CRECn),(r,e) = (zo + xi,e) = (zoet) = Ah, 故 
246 


zo 三 Fa), 
由 定义 4.1 知 
Puz = 2 Ta) (Yrxr €H). 
下 面 的 定理 刻画 了 投影 算 子 的 特征 . 
定理 4.2 ” 设 太 为 Hilbert 空间 ,P € B( 昌 ), 则 PP 是 投影 算 
子 的 充 要 条 件 是 :(1) 已 是 自 伴 算 子 ;(2) P 是 备 等 算 子 ( 即 P? = 
P). 
证 必要 性 ” 设 P 是 厅 到 M 上 的 投影 算 子 (此 处 M 为 日 
的 某 个 闭 线性 子 空间 ), 对 Y zx,y € 万 , 设 
z=Pr+z(PrEMrzEML)， 
y= Py+yi(Py€E M,y EML)， 
则 有 
(Pr,y) = (Pz,Py + y1) = (Pz,Py) 
= (Pzr + zi,Py) = (zx,Py), 
故 P，”= P, 即 PP 是 自 伴 算 子 . 
又 对 VxEH, 因 PzrE€ M, 故 P(Pr) = Pr, 即 P? = P,P 
为 天 等 算 子 . 
充分 性 ” 设 P 是 及 上 的 有 界线 性 算 子 ,和 且 P" = P= P. 
记 M = N(I-P)= lz € HI(I-P)zx= 0}, 这 里 1 为 H 
上 的 恒 等 算 子 , 因 了 -PE B(H), 故 M 为 五 的 闭 线 性 子 空间 , 下 
证 P 是 及 到 M 上 的 投影 算 子 . 
事实 上 ,对 Yzx € 万 ,由 于 
(T-P)Pr=Pr-Pz=Pr-Pr=0， 
故 Pr E M. 
对 Yz6E 万 , 作 分 解 zx= Pr+(z- Pz), 因 PP 是 自 伴 算 子 ， 
故 了 - 己 也 是 自 伴 算 子 ((T- P) ”= 1" - P”= 了 -PP), 因 此 对 
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VyE M, 有 
(zr-Pzr,y) = ((I- P)z,y) = (zx,(I - P)y) 
= (zx,0) = 0， 
即 过 - Pz | M, 因 此 有 正 交 分 解 式 z = Pr + (zx 一 Pr), 其 中 Pz 
E M,z-PrEAML, 由 定义 4.1,Pr = Pur(YzE H), 即 P= 
Pu,P 是 日 到 M 上 的 投影 算 子 . 
例 4.2 设 互 为 Hilbert 空间 ,P,Pw 为 两 个 投影 算 子 ,证 明 
PPw 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 PPw = PuP' . 
证 ”必要 性 记 P= PPxw, 则 PE€ B(H). 
车 PP 为 投影 算 子 , 则 由 定理 4.2, 有 P" = P. 
因 P* = (PiPrx)” = PP = PvP, 
故 户 Pu = PwP. 
充分 性 ” 设 PPuw = PvPi, 记 P = PPuv , 则 
P* = (PPu) ”= PnP 
= PvP, = PPv = PP, 
即 忆 为 自 伴 算 子 . 
又 因 
P’ 


(PLPu )(PiPu) = PLP,PuPm 
= PiPh = PL.Pw = 已 ， 
故 P 为 星 等 算 子 ,由 定理 4.2,P 是 投影 算 子 . 


$4.2 ” 西 算 子 


定义 4.2 设 瑟 为 Hilbert 空间 ,U € B(H), 着 U*U = 
UU”= 1 此 处 工 为 万 上 的 恒 等 算 子 , 则 称 U 为 西 算 子 . 
例 4.3 设 A = (co )， 为 正 交 和 矩阵 ( 即 47A = AA7 = EE， 
下 为 n 阶 单位 阵 ) ,本 是 由 A 确定 的 由 R" 到 R" 的 线性 算 子 , 即 Tz 
= Az(YVx E€ R"), 则 工 是 西 算 子 . 
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证 ”由 第 三 章 例 2.6 知 TE B(R"). 由 上 节 例 3.1,T" 对 应 
的 矩阵 为 A', 即 Tx= A'r(Vxr € R"), 故 对 Yr€R"， 
T*Tr=T’Ar= A'Ar= Er=z,TT'r = TATr = AA'r 
= Er = Xx, 即 T*T= TT”= 1, 故 本 为 西 算 子 . 

类 似 地 , 设 A = (ai ),x, 为 酉 矩阵 ( 即 A7A = AA7 = E),T 
是 由 A 确定 的 从 C" 到 C" 的 线性 算 子 , 则 T 是 酉 算 子 . 

由 本 例 可 见 , 西 算 子 是 线性 代数 中 正 交 变换 和 酉 变换 在 
Hilbert 空间 中 的 推广 . 

定理 4.3 设 玉 为 Hilbert 空间 ,UE B( 万 ), 则 U 是 丁 算 子 
的 充 要 条 件 是 :(1) U 是 满 射 ;(2) U 是 保 范 算 子 , 即 对 任 一 x € 
H,lUzl = | zl. 

证 必要 性 ” 设 U 是 西 算 子 , 则 对 YrE€H, 上 Uz?= 
(Uz,Uz) = (xr,U’ Uzr)= (zz) = zl?, 妇 | Uzl = 
iz 上 , 故 U 是 保 范 算 子 . 

另外 ,由 酉 算 子 的 定义 易 知 U 是 满 射 ,也 是 单 射 , 且 UU 存在 逆 
算 子 U = [三 . 

充分 性 。” 设 U 是 满 射 , 且 是 保 范 算 子 , 则 对 Vx € 有 RH， 
HUzl?= | zl?. 

由 极 化 恒等式 , 当 万 为 实 空间 时 ,对 Yx,y € 五 ,有 


(Uz,Uy) = #1 Uz + y) ll UG- y)1’] 


=4[lz+tyl?- lz-yl’] 


= (zx,y). 
当 五 为 复 空 间 时 ,对 Yz,yE 互 , 有 


(Uz,Uy) = #1 UGz+ UG y) 


+ilU(z+iy)|* -il U(r iy) |] 
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= [hz+yl’- lz-yl 


+ilz+tiy|’-ilzr-iyl’] 
= (z,y). 
因此 ,((U*U- ID)zr,y) = (U’ Uz,y) ~ (zy) = (Uz, 
Uy) - (zx,y) = (x,y) 一 (xz,y) = 0, 由 之 ,y 的 任意 性 ,U*U 一 
I=0, 即 U"U=I1. 
因 U 是 保 范 算 子 , 故 对 Vr,y€E€ ,zx 关 y, 有 Uz -Uy 
= U(rz~-y) 上 = zx-yj| >0, 故 UU 是 单 射 ,由 假定 UU 是 满 
射 ,所 以 U 是 开 到 日 的 双 射 ,因此 LU 存在 , 且 有 
UU = UU’ (UU™) = U(U’ DU 
= UV = UU 7 
故 U"*U= UU”= 1, 即 U 为 西 算 子 . 
例 4.4 设 fa, | 为 模 为 1 的 复数 列 ,定义 T: 玉 一 上 为 Tz = 
(atziyaaz)(Yz = (x1,X;,"…) € 人 7), 证 明 本 是 西 算 子 . 
证 ”由 上 节 例 3.2,TE B(L?), 且 有 
Tz=(arazz)(Vz= (zz)E12)， 
由 假设 ,| o,| = 1 (pz = 1,2,…), 故 对 Vz = (zyza…)E 
人 ,有 
TTzr =T (aziazzz) 
= (aialziyaaazy，) 
(ziza 起 三 
以 及 TT zz = T(xiziazzz，…) 
Gy (CE 
> (2 至 尼 ， 
故 TT=TT” = 大 即 了 为 酉 算 子 . 
例 4.5 定义 U:C[- rz 一 ZL2[- rz] 为 
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Uz(i) = e*z(1) (Vz(t) EL’[- ,x)), 
证 明 U 是 西 算 子 . 
证 ”容易 验证 U 是 线性 算 子 , 且 对 Vx(1) € L2[- rr]， 


Hv0zl,= (人 1ez(oPde) = 1 zi, 故 UU 是 有 界线 性 算 


子 , 且 是 保 范 算 子 . 

对 Vi) ETD-n,r], 令 y(t) = e z(t), 则 y(t) EL? 
[zrj, 上 且 Uy(z)= ey(1) = ere “z(t) = x(1), 故 UU 是 满 射 ， 
由 定理 4.3, U 是 西 算 子 . 

另 法 ”由 前 述 知 UE€ B(L?[-x,x]). 对 Vzx(t),y(1) € 
L?[-x,x], 有 


(Uzr,y) = 人 e'z(t) y(t)dt = x(t)e y(t)dt 


= (z(t),e "y(t)) = (zx,U' y), 
故 U y(t) = ee y(t) (Vy(t) € LL’[- nr]). 
因此 ,对 Yz()E L*[ 一 x,x], 有 
U" Uz(t) = U err(t) = e "ez(1) = z(t), 
UL z(t) = Ue z(t) = ee “zx(1) = z(t), 
故 U"U = UU” = 了 由 定义 知 U 是 西 算 子 . 


$4.3 ”正常 算 子 


定义 4.3 设 五 为 Hilbert 空 间 ,TEB(H), 若 TT=TT 
( 称 T" 与 了 可 交换 ), 则 称 T 为 正常 算 子 或 正规 算 子 . 

由 定义 可 知 ,前 面 介 绍 过 的 自 伴 算 子 、 投 影 算 子 和 酉 算 子 都 是 
正常 算 子 . 

例 4.6 设 电 为 复 Hilbert 空 间 ,T = 4i1, 此 处 1 是 日 上 的 恒 
等 算 子 , 则 了 是 正常 算 子 ,但 T 不 是 自 伴 算 子 ,也 不 是 西 算 子 . 

证 由 于 T” =-4i, 故 TT= TT”= 161, 即 十 是 正常 
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算 子 .然而 ,T” 关 T, 人 不 是 自 伴 算 子 ,显然 了 也 不 是 酉 算 子 . 

例 4.7 设 电 为 Hilbert 空间,M 是 瓦 的 闭 线性 子 空间 , 忆 是 
HH 到 M 上 的 投影 算 子 , Q 是 及 到 M+ 上 的 投影 算 子 ,对 任意 4%,y 
EK, 令 T= AP+yQ, 则 工 是 正常 算 子 . 

证 ” 因 P,Q 是 自 伴 算 子 , 故 T” = MP +yQ. 由 投影 算 子 的 
定义 易 知 ,对 Yx E€ H,PQz = QPr = 0, 即 PQ = QP =0, 又 因 
P,Q 是 寡 等 算 子 ,从 而 

T* T= (AP +1Q)(P + Q) 
[al?P+aPQ + QP + 1pl’Q 


= 12P+lzlQ 
= (AP + 1Q) (AP + 1Q) = TT', 
故人 是 正常 算 子 . 
易 知 ,只 有 当 4 ,yx 都 是 实数 时 , 丁 才 是 自 伴 算 子 .以 上 两 例 说 
明 自 伴 算 子 类 是 正常 算 子 类 的 真子 集 . 


例 4.8 设 玉 为 Hilbert 空间 ,TE B( 昌 ) 为 正常 算 子 ,证 明 
PTH = HT?. 
证 因 T'*T= TT', 故 对 YrzEH, 上 zj =1, 有 
| T’* Tr? = (T°’ Tr,T’ Tr) 
= (Tz,TT’ Tzr) = (Tz,T’* Tz) 
= (Tx, Tz) = | Tz ’, 
故 IT* Tr = Tx), 
因此 有 is IT*Tzrl = VsUP， | T?z|, 
由 第 三 章 定理 2.4 即 知 | 开工 外 = 7T? 外, 再 由 本 章 定理 3.2， 
有 
TT TI 
故 TE = Th?. 
定理 4.4 设 态 为 Hilbert 空 间 ,|T,| CB(H),TE€ B(H)，, 
252 


如 果 1|T,} 是 正常 算 子 列 , 且 |T, | 一致 收 敛 于 丁 , 则 工 也 是 正常 算 
手 : 
证 对 Yn 之 1, 因 T;T,, = T,T; , 故 
IT*T- TTIl<ITIT- TT,| + TT, ~- TT*| 
= TT- TT + TT ~ TT 
QHT"T- TT + | TIT- TT,| 
+ TT; - TT; | + | TT; - TT" 
<lT -TTI+1T TT- Tl 
十 目 丈 = 下 二 直下 ET -天 
=2 站 人 开 上 一 +21 |T,- TI, 
因 |T, 上 一致 收敛 于 芽 , 故 | T, 外 } 为 一 有 界 数列 ,由 上 式 令 n 一 
%, 得 上 TT*T- TT’* 一 0, 即 帮 T*T-TT' 中 =0, 故 T'* 修 
二 TT" ,因此 本 是 正常 算 子 . 
下 面 的 定理 给 出 了 正常 算 子 的 一 个 特征 刻画 . 
定理 4.5 设 玉 为 Hilbert 空 间 ,TE€ B( 太 ), 则 荆 是 正常 算 
子 的 充 要 条 件 为 对 任意 zxE H, 中 T*zj = 和 Tz]. 
证 必要 性 设 人 是 正常 算 子 , 则 对 VzE 互 , 有 
| Tr? = (Tr,Tr)= (z,TTz) = (x,TT' x) 
= (Tz,T’z)= | Tzl’, 
故 1T zl = | Trl. 
充分 性 ” 设 对 vrz€EH,I Tz = 中 Tz. 
当 已 是 实 空 间 时 ,对 Yzx,y € 电 , 有 


(Tz,Ty) =#[1 TC + yl T(r- y) 1] 


= T(z + 3) T(r») 1] 


= (T’z,T'y). 
当 互 是 复 空间 时 ,对 Yzx,y € 日 ,有 
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(Tz,7Ty) = #1 TG tl T(z 一 全 
+ i Tz + iy) -il T(z iy) 7"] 
= FT Ct) Tz) 
+ i TGeti) -il T(z iy) 1] 
=(T’x, Ty). 
因此 , 不 论 及 是 实 空间 还 是 复 空间 ,对 Vx,y € 万 ,都 有 
(Tzr,Ty) = (T"xz,T'y), 从 而 
((T*"T- TT’)z,y) = (T Tr,y) ~ (TT' zx,y) 
= (Tz,Ty)-(T z,T y) = 0， 
由 zy 的 任意 性 ,得 TT-TT' =0, 即 T*T= TT", 因 
此 工 是 正常 算 子 . 


习 题 4.4 


1. 设 全 为 Hilbert 空间 ,P,Q 是 两 个 投影 算 子 ,证 明 R(P) | R(Q) 的 
充 要 条 件 是 PQ = QP = 0. 

2. 设 电 为 Hilbert 空间 ,五 和 19, UE B( 电 ) 为 西 算 子 , 求 U1. 

3. 设 末 为 Hilbert 空间 ,U,V 是 西 算 子 ,证 明 UV 也 是 西 算 子 . 

4. 设 电 为 Hilbert 空间 ,TE B(H) ,证 明 T ”+ 人 是 正常 算 子 . 

5. 设 刀 为 Hilbert 空间 ,TE 中 (万 ) 为 正常 算 子 ,对 任意 XE 五 ,证 明 
4T,41 - 工 都 是 正常 算 子 . 

6. 设 |a,} 为 一 有 界 复数 列 ,定义 TT: 一 人 为 Tr = (aiziyazza， 
(Vx = (zi1,X2,…) E 2), 证 明代 是 正常 算 子 . 

7. 设 太 为 Hilbert 空间 ,本 是 自 伴 算 子 ,如 对 任意 x € 及, 有 (Tz,zx) 之 
0, 则 称 工 是 正 算 子 .证 明 (1) 若 工 是 自 伴 算 子 , 则 TT? 是 正 算 子 ;(2) 车 TE 
B(H), 则 T" ,TT" 都 是 正 算 子 . 

8. 设 电 为 Hilbert 空 间 ,TE B(H),4,pE K, 且 |X|= | | = 1, 证 明 
4T + uyT” 是 正常 算 子 . 

9. 设 五 为 Hilbert 空间 ,TE€ B( 五 ) 为 正常 算 子 ,证 明 对 任意 自然 数 n， 
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有 中 T = 站 下 . 
10. 设 玉 为 Hilbert 空间 ,S,T € B(H) 为 正常 算 子 , 且 满 足 ST”= 
T"S 和 S"T = TS" ,证 明 S+ 工 与 ST 都 是 正常 算 子 . 


8$5 Hilbert 空间 上 自 伴 算 子 的 谱 性 质 


在 上 一 章 $7 中 介绍 了 有 界线 性 算 子 的 谱 的 概念 和 基本 性 
质 ,这 些 性 质 对 于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 自然 也 成 立 . 由 
于 Hilbert 空间 上 的 自 伴 算 子 是 一 类 特殊 的 有 界线 性 算 子 , 它 有 着 
较为 广泛 的 应 用 ,其 谱 也 具有 一 些 特殊 的 性 质 . 本 节 对 Hilbert 空 
间 上 的 自 伴 算 子 的 谱 性 质 作 个 简要 介绍 . 

例 5.1 在 复 Hilbert 空间 L*[0,1] 上 ,定义 T:L*[0,1] 一 
L?[0,1] 为 

Tzr(t) = tz(t) (Vz(t) € [0,1)), 
由 本 章 例 3.3 知 了 是 自 伴 算 子 , 求 cu(T). 

解 设 MAEC, 因 (MI-T)zt) = (4 一 1)z(t), 故 当 4 攻 
[0,1 时 ,由 (A 一)z(z) = 0 知 z(z) 二 0, 即 41 ~ 个 是 单 射 , 因 
此 当世 [0,1] 时 ,4 所 ao,(T). 

车 + € [0,1], 由 (XT -7T)z(t)=0 知 x(z) = 0 (a.e.), 即 
x(t) 为 L*[0,1] 中 的 零 元 素 (L*[0,1] 中 两 个 几乎 处 处 相等 的 函 
数 看 成 同一 函数 ) ,此 时 MT ~ 也 是 单 射 , 即 * € [0,1] 时 ,4 区 
op(T). 因 此 oo(T) = $. 

此 例 说 明 Hilbert 空间 上 的 自 伴 算 子 可 以 没有 点 谱 ( 特 征 值 ). 

但 是 ,如 果 自 伴 算 子 有 特征 值 , 则 有 下 述 定理 . : 

定理 $5.1 设 厅 为 复 Hilbert 空间 ,H 关 10},TE B(H) 为 
自 伴 算 子 , 则 

(1) T 的 所 有 特征 值 都 是 实数 , 即 o,(T) CC R; 

(2) 对 应 于 T 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 
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证 (1) 设 ME o,(T),xz 是 对 应 的 特征 向 量 (z 关 9), 则 Tz 
= Az, 因 工 是 自 伴 算 子 , 故 
(zz) = (XAr,7) = (Tz,z) 
= (x,Tz) = (zx;Ar) 
= X(z,z)， 
由 于 (z,z) = 上 rl?*>0, 因 此 4 = 4, 即 A4€R. 

(2) 设 4,p E€ o,(T),4 关 py,z 和 yy 是 对 应 的 特征 向 量 , 则 

Tzr = Ar,Ty = py. 由 (1) 知 4,py € R, 利 用 工 是 自 伴 算 子 ,得 
A(z,y) = (Mrz,y) = (Tr,y) 
= (zx,Ty) = (zx,py) 
= p(x,y), 
因 X 关 p44, 所 以 (zx,y) = 0, 即 二 与 > 是 正 交 的 . 

注 : 本 定理 将 线性 代数 中 关于 实 对 称 和 矩阵 (Hermite 矩阵 ) 的 
特征 值 及 特征 向 量 的 有 关 性 质 推 广 到 了 Hilbert 空间 上 的 自 伴 算 
子 情形 (假如 有 特征 值 ). 

为 了 证 明 自 伴 算 子 T 的 谱 是 实数 子 集 (c (T) C R), 先 研究 
了 的 正则 集 o(T) 的 特征 . 

定理 5.2 ” 设 万 为 复 Hilbert 空间 ,HH 关 10},TE B(H) 为 
自 伴 算 子 , 则 ME po(T) 的 充 要 条 件 是 存在 常数 。> 0, 使 得 对 任 
一 T€ 昌 ,有 

QI- T)z| cllzl. (4.19) 

证 ”必要 性 设 AE p(T), 由 正则 点 的 定义 知 , (4I 一 人) 
存在 且 是 R(4T - T) 到 有 H 的 有 界线 性 算 子 . 令 m = (a1 一 
T) | , 则 mx >0. 由 于 (AI 一 了 T) "(1-T)= 了 1, 故 对 VzEH,， 
有 

1zl = IT-T) GOT-T)zl 
ml (Ar-T)zrl. 
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IQar- Tz > 二 1zl = clzl(vz eH). 


充分 性 ”假设 (4.19) 式 成 立 ,要 证 A € p(T) ,为 此 先 证 明 
(1) MT -人 是 单 射 ;(2) R(T 一 了 T) = H;(3) R(X1 -了 TT) 是 晴 
中 的 闭 集 . 

(1) 车 (XI -T)z = 0, 由 (4.19) 式 知 z = 0, 即 A1 一 全 是 单 
射 ,因此 4 & o,(T). 

(2) 设 zo 了 上 开 (MT = 了), 则 zo 上 ROOT-T), 因 此 对 YzE 
互 , 有 

0=((M1-T)z,zo) = A(zx,z0) — (Tr, zo), 
因 工 是 自 伴 算 子 , 故 (Tz,zo) = (z,Tzro), 由 上 式 得 
(zx,Ar0o) = (zx, Tro), 
由 之 的 任意 性 知 Tro = jzo. 

如 果 zo 关 9, 则 X € o,(T) ,由 定理 5.1,A4 € R, 即 1 =AE€ 
op(T) ,这 与 (1) 矛盾 ,因此 ro = 0. 

上 述 结果 表明 R(XT =- T)+ = |9| ,由 习题 4.1 第 9 题 的 结果 
知 R(AT -T)= (ROGQT-T)+)+= 10}+=H, 即 R(XA1 -本 ) 在 
瓦 中 稠密 . 

(3) 设 yE RMT =- 了 了 ), 要 证 yE R(X -TT). 

因 yE 尺 CT 二 了 工 ), 故 存在 jy CR(XI -本 ) ,使 得 y, 一 y， 
设 y = (ML-T)z,zsE 万, 由 (4.19) 式 ,有 


1 zs -zl STGAL- T(z, -xz,)1 


= Ty, -yl >0( m,n 时 ), 


因此 {z,| 为 厅 中 的 Cauchy 列 ,由 于 万 完备 , 故 存在 zx € 万, 使 得 
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入 
因 工 连续 ,MT -了 也 连续 , 故 (XI - T)zx, 一 (XI 一 TT)x, 即 
多 一 (MT1-T)z, 已 知 % 一 y, 由 极限 的 惟一 性 ,有 
y= (MT-T)zEROAT-T)， 
故 R(X4I - 芽 ) 为 有 H 中 的 闭 集 ,由 (2) 知 ， 
R(AT ~ T) = R(X - T)= H. 
综合 上 述 可 知 ,XT 一 TE 8B( 五 ), 且 是 双 射 ,由 Banach 逆 算 子 
定理 ,( 人 =- T) 存在 且 (MT- T)”E B( 昌 ), 由 正则 点 的 定义 知 
AEp(T). 
定理 5.3 ” 设 太 为 复 Hilbert 空间 ,H 关 10},TE B(H) 为 
自 伴 算 子 , 则 T 的 谱 是 实数 子 集 , 即 os(T) CC R. 
证 ”只 要 证 明 X = a+ iB(B 头 0) 属于 p(T) 即 可 . 
对 VrEH,zrA90, 记 y = (A1 -本 )x, 则 
(zy) —- (y,7) = (zr, - T)z) - (a - T)z,z) 
= (xz,Ar) — (rz,Tr)- (Ar,z)+ (Tr, zx) 
A(z,r) — A(zr,z) 
-2iBl zl’, 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 
218[l lzl?<l(z,y) I+ |(y, zx)| 
委 2 站 zyl 
=21zll(T=-T)zll， 
即 (af-T)zl21pilzl (Yr€E H,zr# 0). 
当 z = 9 时 ,上 式 显然 成 立 ,由 定理 5.2 可 知 ,车 8 关 0, 则 A 
E p(T), 因 此 o(T)CR. 
定理 5.4 ” 设 电 为 复 Hilbert 空间 ,有 H 关 101,TE B(H) 为 
自 伴 算 子 , 记 
NM = 1sUP CTz,z)， m = HE Tr,z), (4.20) 
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则 工 的 谱 s(T) CC [mm ,AM]. 
证 ”由 定理 5.3,c( 丁 ) CR, 为 此 只 要 证 明 对 任意 实数 4, 当 
A4>M 与 1<m 时 ,A € p(T) 即 可 . 
下 面 仅 就 4 > M 时 予以 证 明 , 当 4 < xm 时 类 似 地 可 以 证 明 . 
设 A4> M, 对 VYxE€ 日 ,由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 有 
|(GQI- T)z,z)l< EGQr- Tzrl zll. (4.21) 
由 M 的 定义 ,对 Yr EE 日 ,zt 关 9 时 ,有 


(T(E) ri ™, 
即 〈(Tz,z)s 入 MIzl3, 此 式 对 z = 0 也 成 立 . 
因 ((AT ~- T)zx,x) = A(r,r) - (Tr,zr) 
+zl:- Mz 
= (1-M)1zll:， 
由 (4.21) 式 ,得 (a1 -TT)x 上 zt 三 (4 M) 中 zl?, 由 此 推 
出 
Qar-T)zl20-MIzl (YrE€EH), 
此 处 4 M > 0, 由 定理 5.2,4 € p(T). 
定理 5.5 设 五 为 Hilbert 空间 ,TE B(H) 为 自 伴 算 子 , 则 
| TI = syp ,| (Tr,z)|. (4.22) 
证 令 &= is9P (Tr,z)| ,对 YzEH,lzl =1, 有 
[I(Tzr,z)l< | Trl zl 
lHTIIzI? 
= 政工. 
故 世上 THN. 下 证 上 TH <&. 
全 是 自 伴 算 子 ,对 Y x,y € 日 ,经 直接 验算 ,可 知 下 面 的 
(4.23) 与 (4.24) 两 式 成 立 : 
当 玉 是 实 空间 时 ,有 
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(Tzr,y) = 了 于 [(T(z +y),z+y)-(Tz-y)z-y)]i 
(4.23) 
当 互 是 复 空 间 时 ,有 
Re(Tz,y) = 于 [(T(z +y),z+y)-(Tz-y),z=-y)]. 
(4.24) 
另 一 方面 ,对 VYx € H(z 关 0), 由 的 定义 ,有 


(rm) rr) 
即 I(Tz,z)|<kl zl >， (4.25) 
上 式 对 x = 6 也 成 立 . 
若 刀 是 实 空间 ,对 Vz,y E 厂 , 由 (4.23),(4.25) 及 平行 四 边 
形 公式 ,得 
Ils zt yl + lz- yl’) 


= (zl + yl’). 


车 刀 是 复 空间 ,对 Vx,y E€ 用 ,由 (4.24),(4.25) 及 平 形 四 边 
形 公式 ,得 
Re(Tz,y) < |Re( Tz,y)| 
<ECzl: + yd). 


因此 ,对 Yr,y€E HH, 上 zj = 上 yl =1, 若 五 是 实 空间 , 则 
1 (Tz,y)1 志 ;车 日 是 复 空间 , 则 Re(Tz,y) 入 上. 
当 玉 是 复 空间 时 , 令 (Tzr,y) = 所 |(Tz,y)l, 当 外 zll = 
上 yl = 1 时 , 因 | ez | = 1, 由 前 面 的 结论 知 ,Re(T(e-*zx)， 
y) 委 A, 即 Re(e“(Tr,y)) = |(Tr,y)|<k. 
综合 上 述 得 知 ,不 论 互 是 实 空 间 还 是 复 空间 ,对 Yz,yE 万 ， 
260 


1zl = yl = 1, 有 


1(Tz,y)| 入. (4.26) 
对 任意 固定 的 zE H, 上 zl =1, 令 F(y) = (y,Tz)(Vy 
EH), 则 FE H', 且 FI = | Tz 上, 从 而 由 (4.26) 式 , 有 
ITzl = |FI = sup | Fy)| 


= ‘syp, | Cy, Tz)| 
= syp | (Ty,z)|<&, 
因此 TH = syp ,中 Tz 过 ,前面 已 证 8 上 TT， 


故 TH = 大 
例 5.2 设 荆 是 由 笨 阵 A = [了 。 确定 的 从 R? 到 RR* 的 


线性 算 子 , 即 Tr = 4z(Yz= (zxi,z)"E€ R'), 则 TE B(R’)， 
易 知 对 Yz ER, 有 (Tr,z) = 0, 从 而 ,sp ,| (Tz,z)| = 0, 但 
全 关 0, 所 以 ‖ 工 | 关 0, 这 时 (4.22) 式 不 再 成 立 . 注 意 到 下 "z = 
(: -jz(vz E Rz) ,因此 工 : 关 工 , 即 工 不 是 自 伴 算 子 . 

此 例 表明 ,对 于 非 自 伴 算 子 , (4.22) 式 一 般 不 再 成 立 . 

利用 定理 5.5, 进 一 步 可 以 证 明定 理 5.4 中 的 M,m € c(T)， 
即 有 如 下 定理 . 

定理 5.6 ”假设 条 件 同 定理 5.4, 则 M ,wm € c(T). 

证 ”注意 到 对 任 一 a > 0, 丁 + al 是 自 伴 算 子 ,由 定理 5.4 可 
知 o(T+al) CC [m+a,M+a]. 因 此 ,不 失 一 般 性 ,可 设 0 过 m 
委 M, 这 时 由 定理 5.5 知 | 工 | = syp ,1(Tz,z)|= M. 下 证 M 
€ olT). 

因 M = sdp,(Tx,z+), 由 上 确 界 的 性 质 ,对 于 任意 取 定 的 正 


1 z = 


数 数列 | 3, ,jim 5。= 0, 存 在 点 列 |z,} C ,|z, ‖ = 1, 使 得 
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(Tz,,z,) > M-6, (n= 1,2,…). 


由 于 上 Tz, 下 委 站 工作 直人 = 首开 上 = M, 所 以 有 
| Tx, -= Mz, 1? = (Tz, ~- Mz,, Tz, 一 Mx, ) 
| Tx, | -2M(Tx,,z,) + Mz, ll? 


AM -2M(M -6,)+M 
2AMG, -> 0(n -> co)， 
因此 ,不 存在 常数 c > 0, 使 得 对 所 有 的 x, ,有 
上 Tz, =- Mz, 吓 之 cz, = 成 立 ， 

由 定理 5.2 立即 推出 M & p(T), 即 ME c(CT). 

类 似 地 可 以 证 明 mm € ol(T). 

定理 5.7 设 瓦 为 复 Hilbert 空间 ,TE€ B(H) 为 自 伴 算 子 ， 
则 工 的 剩余 谱 o,(T) = $. 

证 ” 反 证 法 设 o,(T) 关 $, 则 存在 AE€ o,(T), 由 剩余 谱 
的 定义 ( 见 上 一 章 §7),41 -本 为 单 射 , 且 R(4I -了 T) 在昌 中 不 
稠密 , 即 R(AT =- 了 ) 尖 所 . 

因 尺 (MT 一 下) 为 日 的 闭 线性 子 空 间 , 由 投影 定理 ,有 空间 分 
解 


1 人 


= R(T- T)@ R(T - T):, 
由 于 R(XT 二 了) 关 日 , 故 R(XI - 了) 和 10| ,因此 存在 y 尖 by 
上 ROOTI-T), 即 对 VzE, 有 
(MT-T)z,y) = 0. 

因 A€ o,(T)Co(T)C R,T 是 自 伴 算 子 , 故 
(MT — T)z,y) = (zx,(AT - T)’y) = (z,(241 ~ T)y) = 0, 
由 工 的 任意 性 知 (XI 了)y = 9(y 关 9), 这 表明 XI 一 人 了 不 是 单 射 ， 
即 和 A € o(T), 这 与 假设 ME co(T) 矛 盾 , 故 c(T) = $. 

例 5.3 在 复 Hilbert 空间 /* 上 ,定义 TT: 一 为 
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Tz = (二 本 
(Vz = (x1,z2,.°, Tn.) GE)， 
易 知 TE B(L?), 求 o,(T),o,(T),o.(T),o(T). 
解 ”由 上 一 章 例 如 8 知 ,了 是 紧 算 子 ,由 本 章 例 3.2 可 知人 是 
自 伴 算 子 ,因此 人 是 所 上 的 紧 自 伴 算 子 . 
首先 ,由 定理 5.7,o,(T) = $. 
其 次 ,由 上 一 章 例 7.8, 得 知 
oT) = | 二 二， 
的) = 和 |， 
op(T),o,(T),o.(T) 互 不 相交 ,由 此 便 知 o.(T) = {0}. 
例 5.4 设 有 界 实数 列 |a, | 在 [- 1,1] 中 稠密 ,定义 TT:/? 一 
为 
Tr = (aziazz) (Vx = (zz)E1)， 
由 本 章 例 3.2 知 TE B(L) 且 为 自 伴 算 子 ,证 明 |a,| Co,(T), 且 
人 不 是 紧 算 子 . - 
证 ”容易 验证 ,对 Va,,N(a,J 一 TT) 关 10|, 即 a,I 一 工 不 是 
单 射 , 故 a, € o,(T), 即 la,| CC o,(T). 


由 上 一 章 定理 7.3,o ( 工 ) 是 闭 集 ,由 {a,| Co(T) 得 ia,| C 
CT) = ao(T), 从 而 [~-1,1]Co(T), 由 上 一 章 定理 7.6(5) 知 芽 
不 是 紧 算 子 . 

例 5.5 设 万 为 复 Hilbert 空间 ,M 为 五 的 闭 线性 子 空 间 , M 
关 1901,M 关 日 ,P 为 H 到 M 上 的 投影 算 子 , 求 vc (P). 

解 ”由 条 件 知 P 关 1, Pl = 1, 因 PP 是 自 伴 算 子 , 由 定理 
5.4, 易 求 得 m = 0,M = 1, 故 c(P)C [0,1]. 

当 X = 0,1 时 ,4I -局 都 不 是 单 射 , 故 0,1 是 点 谱 , 即 0,1 € 
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o, (PP). 

下 证 当 0 < 和 <1 时 ,)E p(P). 

首先 ,MT 一 局 是 单 射 .事实 上 , 设 z= zo+zxi€EH,zxo€EM,， 
zi € M+ ,使 得 (XT - P)z = 9, 即 (A 一 1)zo + XAzi = 9, 由 于 (A 
一 1)zo 与 4zi 正 交 , 由 勾 股 定理 ,(1 一 4) zo 上? +》2 1 zi > = 
0, 由 此 知 ze = zi = 90, 即 z = 9, 故 XI 一 P 为 单 射 . 

再 证 MT - 忆 是 满 射 .对 Yy€EH, 设 y= yt+y,y EM, 
1 E M+, 令 = 了 + 半 , 则 易 验 证 (41 - P)z = y, 故 MT 一 
P 为 满 射 . 

因此 XI -PP 为 双 射 , 因 4I -PE B(H), 昌 是 Banach 空间 ， 
由 Banach 逆 算 子 定理 知 (MT - P)"' 存在 , 且 (X1 - P)"' € B(H)， 


故人 E pl(P). 
综 上 所 述 便 知 c (P) = o,(P) = 10,1}. 


习 题 4.5 


1. 证 明 : 定 理 5.4 中 , 当 4 < mm 时 ,4 € p(T). 

2. 证 明 : 定 理 5.6 中 ,m € o(T). 

3, 设 |a, | 为 一 有 界 实数 列 , 记 a = infa,b = supan ,定义 T:L2 一 了 为 
Tz = (aiziazz)(Yz= (71,72,.°") € 1), 

证 明 {a, | C o, (TT), 并 向 在 什么 条 件 下 ,[a,b] Co (T). 

4. 设 la,| CR,a, 关 0(n =1,2,…) 且 a, 一 0, 定 义 T:L2 一 为 
Tz = (ariaz)(Vz= (71,72,.°") € 1?), 

(1) 证 明 人 是 紧 自 伴 算 子 ; 

(2) 求 mw(T),c (T). 
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第 五 章 ” 泛 函 分 析 的 一 些 应 用 


任何 一 门 数 学 学 科 的 产生 和 发 展 都 与 自然 科学 和 工程 技术 的 
进步 密 不 可 分 . 泛 函 分 析 与 其 他 学 科 一 样 有 着 丰富 的 来 源 和 背景 ， 
它 与 数学 物理 中 的 变 分 原理 \ 流 体力 学 问题 天体 形状 等 理论 密切 
相关 ,并 成 为 现代 数学 、 现 代 物 理学 等 的 重要 基础 . 由 于 受 本 课程 
内 容 和 篇 幅 的 限制 ,本 章 首 先 介 绍 两 类 不 动 点 原理 以 及 它们 在 方 
程 理论 中 的 应 用 ;然后 将 紧 算 子 理论 用 于 讨论 积分 方程 ;最 后 用 统 
一 的 泛 函 分 析 的 语言 和 方法 处 理 数值 计算 中 的 函数 逼近 问题 . 我 
们 希望 通过 这 些 内 容 的 学 习 , 读 者 可 以 做 到 举一反三 ,将 泛 函 分 析 
的 思想 和 方法 用 于 更 为 具体 ,专门 的 学 科 或 问题 中 去 . 


$1 压缩 映射 原理 及 其 应 用 


设 X 是 某 一 线性 空间 , 是 从 X 到 X 的 某 一 映射 (线性 或 非 线 
性 ) ,经常 遇 到 的 问题 之 一 是 求 算 子 方程 (6 为 X 中 的 零 元 素 ) 
f(x)=0 (5.1) 
的 解 .如 取 X = R,f(z) 是 次 多 项 式 aox” + ayr”!+…+a,， 
则 (5.1) 就 是 求 代数 方程 aox” + aiz +…+a, = 0 的 根 . 当 _/ 
是 非 线性 时 ,方程 (5.1) 是 否 有 解 , 以 及 在 有 解 的 情况 下 是 否 惟 
一 ,一 般 并 不 明显 ,为 了 讨论 方程 (5.1) 的 解 ,常常 是 将 方程 (5.1) 
改 为 与 之 等 价 的 形式 
Tz = x. (5.2) 
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这 样 , 解 方程 (5.1) 等 价 于 解 方程 (5.2). 本 节 和 下 一 节 将 讨论 方 
程 (5.2) 的 解 的 存在 性 与 惟一 性 问题 .首先 引入 

定义 1.1 设 庆 是 一 集合 ,是 X 到 X 的 映射 .如 果 存 在 z 
X 使 (5.2) 成 立 , 则 称 大 为 映射 工 的 不 动 点 . 


$1.1 压缩 映射 原理 


定义 1.2 设 工 是 度量 空间 X 到 X 的 映射 , 称 工 是 X 上 的 一 
个 压缩 映射 ,是 指 存在 常数 0 过 a < 1 使 
d(Tz,Ty)S<ad(zr,y) (VYz,y € X). (5.3) 
压缩 映射 必 连 续 . 因为 当 zx, -> r(n 一 吕 ) 时 ,有 
d(Tz,,Tr) Xad(zx,,r)—>0 (moo). 
下 述 定理 是 著名 的 压缩 映射 原理 . 
定理 1.1 (Banach, 1922) 非 空 的 完备 度量 空间 X 到 X 的 任 
一 压缩 映射 在 X 中 存在 惟一 的 不 动 点 . 
证 ”存在 性 对 YzoEX, 定 义 如 下 迭代 序列 
ToT = Trzo，…TZorl = Tr,,**. (5.4) 
下 面 证 明 序列 |z, | 为 Cauchy 列 .事实 上 
d(znrlyzn) = d(Tz,, Tx,-1) < ad(z, ,zs-1) 
= ad(Tz,i, Tr,2) Sad(r,1, rs) 
< Sad(r, ro). 
由 三 角 不 等 式 及 等 比 数列 求 和 公式 ,对 Yn,p EN 有 
d(xzarpsTn) Cd(zarps Tatpt) + + d (zat) zs) 
(a ?+ + a )d(ri,ro) 
(= ve ,TZ0) 
STA (zi). (5.5) 
因为 0 过 a < 1, 所 以 we" ->0(n -> co). 即 有 d(Zz+ps Ts) > O(n 
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一 co,VpE AN), 这 就 证 明了 序列 jz, 上 是 Cauchy 列 .由 X 的 完备 
性 ,存在 天 EX 使 吉 , 一 T(n -co). 因 为 了 是 连续 映射 ,所 以 在 
等 式 Tr, = zl 两 边 令 n 一 %o 取 极 限 即 得 
T = Zz. 
这 便 证 明了 不 动 点 的 存在 性 . 
惟一 性 “” 设 另 有 一 个 不 动 点 宇 使 Tz = 二, 则 由 
d(z,T) = d(Tz,Ti)Sad(i,7z) (0<a<1) 
可 知 d(z, 广 ) = 0,zT = 工 , 不 动 点 惟一 . 
定理 1.1 不 仅 证 明了 压缩 映射 的 不 动 点 的 存在 性 与 惟一 性 ， 

同时 提供 了 求 不 动 点 的 方法 一 一 适 代 法 . 任 取 .xz。E€ X, 作 和 迭代 序 
列 z = Tr,(n = 0,1,2 

…), 它 一 定 收敛 到 工 的 不 
动 点 z. 其 几何 意义 如 图 
5-1 所 示 . 设 X = [0,1],T 
是 [0,1] 到 [0,1] 的 压缩 映 
射 .T 在 [0,1] 上 的 不 动 点 
无 即 为 函数 y = Tz 的 图 形 
与 直线 y = x 的 交点 . 任 取 
zo € {0,1]， 则 Xn+! 三 
Tz,(n = 0,1,2,…) 愈 来 
愈 逼 近 于 z. 在 (5.5) 式 中 
令 p 一 得 到 


d(z,x,) < Td x0) (n=1,2,…). (5.6) 
它 表示 了 近似 解 z， i 的 程度 ,可 以 作为 近似 求解 中 一 
个 粗略 的 误差 估计 . 


定理 1.1 可 作 如 下 推广 . 
定理 1.2 设 丁 是 非 空 的 完备 度量 空间 X 到 X 的 映射 ,如 果 
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存在 常数 0 生 a < 工 及 某 个 自然 数 n(n 之 2) 使 得 
d(Tz,Ty) 和 oad(z,y) (YzyEX)， (5.7) 

则 工 存在 惟一 的 不 动 点 . 

证 ”由 (5.7) 知 六 满足 定理 1.1 的 条 件 , 故 六 存在 惟一 的 
不 动 点 .下 面 证 明 z 也 是 的 惟一 的 不 动 点 .事实 上 ,由 于 

T'(TE) = T = TOTE) = Tz, 

故 Tz 是 的 一 个 不 动 点 ,由 TT 不 动 点 的 惟一 性 知 Tz = 式 , 即 工 
也 是 工 的 不 动 点 . 

设 T 另 有 一 个 不 动 点 王 , 则 由 于 

Tz= TI( 人 这) = 人 二 =…= 了 人 

立 也 是 宛 的 一 个 不 动 点 .由 T 不 动 点 的 惟一 性 , 却 = 二. 因此 ,全 
存在 惟一 的 不 动 点 . 

$1.2 ”应 用 举例 

例 1.1 当 用 迭代 法 求 方程 /(z) = e* ~ xz-2=0 的 最 大 实 
根 时 ,估计 近似 根 的 误差 不 大 于 才 x 10-* 所 和 需 渤 代 次 数 . 

解 由 于 Fi)=e-3<0, (2)=e 拓 -4>0, 且 当 z > 
1 时 ,六 (zx) = e* -1>0, 故 由 连续 函数 介 值 定理 及 六 z) 的 单 增 
性 (x > 1 时 ),f(z) 的 最 大 实 根 必 在 (1,2) 内 . 

为 用 迭代 法 求 此 最 大 实 根 ,将 原 方程 化 为 

xz=in(z+2) 会 p(z)， 

则 对 任意 z,y € [1,2] ,由 微分 中 值 定理 ， 

[pl(z)- p(y)|= IIn(z +2) ~ In(y+2)| 

= Elz-y|< 寺 lz-y|， 
其 中 & 在 zx 与 y 之 间 , 故 &>1. 任 取 xzE€ [1,2], 则 1 < p(xz) = 
In(z +2) 志 In4 < 2. 所 以 ,p(xz) 是 闭 区 间 [1,2] 上 的 压缩 映射 且 
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a = 委 . 由 定理 1.1, 任 取 zo E [1,2], 选 代 序列 z= pg(z,1) = 
In(z, +2) (mn = 1,2,…) 收敛 到 p(z) 的 不 动 点 去 ,此 不 动 点 


即 为 f(x) = 0 的 最 大 实 根 . 
注意 到 (5.6) ,对 任意 zo € [1,2]， 


n AR 1 
< 河 
满足 十 ， 他) 过 于 x 10… 的 最 小 正 整数 为 ”= 10. 所 以 ,用 闪 


代 z, = In(z,-1 +2) 求 f(z) =0 的 最 大 实 根 时 ,要 使 近似 根 的 误 
差 不 大 于 二 x 10” 至 多 需 挝 代 10 次 . 

例 1.2 ( 常 微分 方程 初 值 问 题解 的 存在 性 与 惟一 性 ， 
Lipschitz, 1876) 若 函 数 f(z,y) 在 平面 R* 中 某 一 闭 区 域 DD: 

|z-zol<a,|y-y|<s6 
上 连续 , 且 对 y 满足 Lipschitz 条 件 : 存在 常数 L > 0(L 称 为 
Lipschitz 常数 ) ,使 当 (z,y),(z,y) € DD 时 有 
If(z,y) -f(z,y) lL|Iy- yl|, 

则 初 值 问题 


d 
让 = f(xy), i 
y(zo) = yo 

在 包含 zo 的 某 一 区 间 A:z。-h 志 x 过 zo +h 上 具有 惟一 连续 


解 , 其 中 


ml ,21 加 
0<h< min|a, 者 由 |， M = mgs f(z,y)|. 


证 (5.8) 两 边 从 zo 到 z 积分 , 则 (5.8) 的 求解 等 价 于 求解 
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积分 方程 
y(z) = yo +) flrsy(t)dr. (5.9) 
设 Co 是 连续 函数 空间 C[ zo - A,zo +h] 中 满足 (zx,y(z)) 
ED 且 y(zo) = yo 的 函数 y(z) 全 体 .不 难 证 明 Cp 是 C[zo -A， 
zo + 有] 的 闭 子 空间 ,因而 是 完备 的 .在 Co 上 定义 映射 了 : 


(Ty)(z) = y+ fts dr (y(t) € Co). 


显然 (Ty)(zo) = yo, 且 


让 ft,y(1))dtI < Mh 


d(Ty,y) = 


za sa| 


因而 Ty € Co,T:Co 一 Cy. 任 到 yz),y(z) € Co 
L Ce = fey2(t)))dt 


d(Tyi, Ty;,) = 


Ties | 


< 上 ELlyi(D) — y(t) la 


es ls 

<Ih ema, ye) — y(t)| = Lhd(y',y,). 

由 于 Lh < 1, 故 映射 满足 定理 1.1 的 全 部 条 件 .因此 ,在 区 间 人 A 
上 存在 惟一 连续 函数 y" (z) 满足 初 值 问题 (5.8). 

例 1.3 ( 隐 函 数 存在 定理 ) 设 DD 是 R? 中 点 (zo,yo) 的 一 个 
邻 域 ,假设 /(z,y) 是 D 上 的 连续 函数 ,并 设 f(z,y) 在 D 中 存 
在 , 且 在 (zo,yo) 处 连续 .那么 , 当 f(zo,y0) 关 0, f(zo,y)=0 
时 , 则 在 zo 的 某 一 邻 域内 ,存在 惟一 的 连续 函数 y(z) 使 得 f(z， 
y(z)) =0 且 y(zo) = yo. 


证 考虑 由 
(Top)(zx) = p(xz)— (xz,9(z)) 


f(zxo,y0) 
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所 确定 的 映射 的 不 动 点 (这 个 映射 是 由 牛顿 法 求 方程 的 根 而 受到 
启发 的 ,见习 题 5.1 第 4 题 ). 显 然 车 y(z) 是 丁 的 不 动 点 , 则 必 有 
(zy(z)) 二 0. 为 此 ,首先 确定 含 (zo,yo) 的 邻 域 . 因为 F(zo， 
0) = 0,f,(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 且 /,(zo,yo) 关 0, 可 取 正 数 
e,6 充分 小 使 当 (z,y) € D 会 {(zx,y)||z-zo| 过 e， 
|y -yd| 志 6jCD 时 ， 


f(z,y) 1 1 
h(xo,y0) 2° |Flzor wy) (TY) < 3 


同时 成 立 . 取 Cp 是 连续 函数 空间 C[ ze - e,zo + e] 满足 (zx， 
92(z)) E D1 上 且 g(xo) = yo 的 完备 子 空 间 . 则 当 p(z),%(z)E 
Cp 时 ,根据 微分 中 值 定 理 , 有 


-1|< 


d(Ty,TYy)= ma: 


x 
| | se 


(9(z) - 4(z)) - Fey) 
CCzsp(z) -eatz)) 

四 ER 

Si (9(z) ~ yz)) f(zo,y0) 


fr wz 


1 
1- pant (et(z))| 


max 
[ro | < 


1p(z) - y(z)l 
< 考 mal p(x) ~ p(x)| = ad(9,9), 


-zo|<e 


其 中 &(x) = gpg(z)+ 9(y(z) - gp(z))(0<9<1) 满 足 (z， 
(x)) € DD,. 剩 下 还 需 证 明 , 当 p(x) € Co 时 ,(Tp)(z)E Co. 
注意 到 
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d(Ty,y) < d(Ty,Tyo) + d(Tyo, yo) 


1 
Fd(9,y) + eT FE fC) 


+50= 6, 


| 
F617 


且 (TB)(zo) = yo + PEE A = yo. 
由 此 可 知 ,T: Cp 一 Cp 为 压缩 映射 . 由 定理 1.1 知 存在 惟一 的 


y(z)E Go 使 (Ty)(z)= y(zx),B f(x,y(z))=0 有 y(zo) = yo. 
例 1.4 ( 解 线性 方程 组 的 Jacobi 迭代 法 )n 阶 方 阵 A = (a;) 


E R”" 称 为 严格 对 角 占 优 的 ,如 果 | as | > > |as| (i = 1,2,: 
计 
n). 可 以 证 明 , 当 A 是 严格 对 角 占 优 时 | A | 关 0, 因而 线性 方程 组 
Ar =6( ER") (5.10) 
存在 惟一 解 . 为 用 和 迭代 法 求解 线性 方程 组 (5.10) ,将 A 分 解 为 A 
= DB, 其 中 D = diag(ai,aw,…,awm), 于 是 线性 方程 组 
(5.10) 的 求解 等 价 于 线性 方程 组 ( 当 A 严格 对 角 占 优 时 D-! 显然 
存在 ) 
z= DBz +D-1p (5.11) 
的 求解 . 任 取 xz" E R" ,构造 迭代 向 量 序列 
ze = D1Br® + Db (k= 0,1,2,…), (5.12) 
称 为 解 线性 方程 组 (5.10) 的 Jacobi 迭代 法 .下面 讨论 这 种 迭代 法 
的 收敛 性 .在 R" 中 定义 距离 
2 | T= (ziz…z)7E RR" 
(z,y) = Wax | z y: | a 
容易 证 明 R" 在 此 距离 下 是 完备 的 . 作 映 射 工 : R" -> R” 为 
Tr=D'Br+D'b (Vz€ RR"). 
272 


则 当 y = (y1,y2，,…,Y,) ”EE R" 时 ,显然 有 
| RC 
d(Tr,Ty) = mex|- Ds —») 
和 ad(z,y)， 
<1, 故 人 下 是 R" 上 的 压缩 映射 . 由 定理 


其 中 a = max 


1.1, 迁 代 序列 (5.12) 收敛 到 线性 方程 组 (5.11) 的 解 , 即 线性 方程 
组 (5.10) 的 Jacobi 迭代 法 是 收敛 的 . 

例 1.5 (第 二 型 Fredholm 积分 方程 的 解 的 存在 性 与 惟一 性 ) 
设 FE 1L[a,b],K(z,s)( 称 为 积分 方程 的 核 ) 是 定义 在 c 委 zx， 
s 忒 5 上 的 二 元 连续 函数 ,并 且 


[lk bdrds >0, 
则 对 于 充分 小 的 | 4 | ,》 为 常数 ,第 二 型 Fredholm 积分 方程 
JP(Z) = f(r)+ af Klz,s)9(s)ds (5.13) 
在 L*[a,65] 中 存在 惟一 解 
证 “由 于 天 (z,s) 是 连续 函数 ,积分 | | K(z,s)1?ds 对 z 处 
处 存在 ,并 且 
[KG ds)ae = [flKGz,s) dras. 
在 L*[a,5] 上 定义 映射 工 : 
(Tp)(z) = f(z) + 4 Klz,s) p(s)ds, 


则 由 Minkowski 不等式 及 Cauchy-Schwarz 不 等 式 不 难 证 明 对 任意 
pv EL’[a,b], 


[lorp)a) bar 


全 
a 


二 
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2 
dz <+ oo， 


三 『 f(r)+ 2f Klz,s)¢(s)ds 


所 以 工 将 L*[a,65] 映 人 L?[a,5]. 于 是 由 Cauchy-Schwarz 不 等 
式 ,对 任意 pg,y € L*[a,6b]， 
d(Ty, Ty) 


= |4| |/ TO Te 


2 人 丢 
dz) 


Ma 人 -vhs)as) 
le |K(zys)|? dz 仆 1g(s) - ys)l? as) 


= a1([ |K(z， razas)} dp 人) 
因此 , 当 


[Xl<e (5.14) 


(fF | Kz,s) Ndrds) 
时 , 芽 满 足 定理 1.1 的 条 件 .从 而 ,积分 方程 (5.13) 在 L*[a,6b] 中 
存在 惟一 解 . 
例 1.6 (第 二 型 Volterra 积分 方程 的 解 的 存在 性 与 惟一 性 ) 
车 s > x 时 积分 方程 的 核 K(x,s) 恒 等 于 零 , 则 方程 (5.13) 称 为 
第 二 型 Volterra 积分 方程 ,其 形式 为 


p(z) = f(z) + | Kz,s)9(s)ds, (5.15) 


其 中 fE€ C[a,5]. 下 面 讨论 (5.15) 的 连续 解 的 存在 性 与 惟一 性 . 
定义 CLa,5] 上 的 映射 工 : 


(Tp)(z) = f(z)+ 4] -KCz,s) 9(s)ds. 


显然 有 (Tp)(z)E C[a,b]. 于 是 对 任意 p,y € Cla,6b]， 
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ITp)(z) - (TO)(z= Te)(e() - ws))ds 
< [aIM(z -a) max | 9(s) — $s)| 
= |AIM(zx - a)d(p,y), 

其 中 M = max,| K(z,s)| . 今 用 归纳 法 证 明 

lM (ea) gy,y). 

(5.16) 
事实 上 ,n = 1 时 (5.16) 已 经 证 明 . 设 对 自然 数 n,(5.16) 成 
立 , 则 
| (To)(z) - (Ty)(z)] 


| [co = (Tp) Cs) ds 


1(Tep)(z) - (Ty)(z)|< 


ll 
> 


< KG Tp)G) - (Tlds 


去 | mf le -a)” 2) (9,y)ds 


二 nt 


a 


XN" er! tl 
-dp 


于 是 (5.16) 得 证 .因此 ,由 (5.16)， 
d(T'p, T'y) = ax | (Tp)(z) -(T'y)(z)| 
< lm te -a)” 


dl(g9,y). 


由 于 级 数 了 | MC 一 4 收 化 ,可 取 ， 充分 大 使 
国 Mb ~ a)" 


nl! 
从 而 六 满足 定理 1.2 的 全 部 条 件 . 因此 , 对 任意 参数 1, 方程 
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(5.15) 在 C[a ,5] 中 存在 惟一 解 . 
习 题 5.1 


1 着 Tz = 雪 (0 <z 区 于), 证 明 工 是 X = (0, 十 ] 上 的 一 个 压缩 映 
射 ,但 工 在 X 中 没有 不 动 点 ,此 结果 说 明了 什么 ? 
2. 对 例 1.2 取 = min|a, 者 | ,A' :zo 之 z+ 芝 zo+hh, 定 义 C(A') 的 


范 数 | y| = maxi|ly(z)le 和 | x € A'|, 其 中 8 >> 工 是 某 一 常数 ,证 明 
C(A- ) 为 Banach 空间 ,并 由 此 证 明 (5.9) 在 A' 上 存在 惟一 的 连续 解 y(x). 

3. 设 函 数 FLz,y) 在 条 形 区 域 D:a 委 zx 委 b, -co<y<+co 上 处 处 
连续 , 且 存 在 常数 0 < m < M 使 在 D 中 mm 三 (xr,y) 三 M, 则 方程 f(x， 
y) = 0 在 闭 区 间 [a,5b] 上 存在 惟一 的 连续 解 (z). 

4， (Newton 选 代 法 ) 设 F(z) 是 定义 在 [a,b] 上 的 二 次 连续 可 微 的 实 值 
函数 ,z € (a,5) 使 得 f(z) = 0,f (z) 关 0. 求 证 存在 的 邻 域 U(z), 使 得 
对 任意 z。€ U(z), 和 迭代 序列 

zo = 1 Le) 
i nf (ze) 
是 收敛 的 ,并 且 limxz， = 元 . 

5. 设 函 数 f(z,y) 在 整个 平面 上 连续 ,并 且 满 足 Lipschitz 条 件 , 则 初 值 
问题 (5.8) 当 |z - zo | < 6(6 满足 8L < 1) 时 存在 惟一 连续 解 y(z). 

6. 对 例 1.5, 如 果 进 一 步 假 设 FE C[a,5],K(z,s) 在 c 委 zs 雪上 


连续 ,M = ax | K(xz,s)| .证 明 , 当 |4|< 大 起 时 积分 方程 (5.13) 


有 惟一 连续 解 . 
7. 设 f€ECla,b],K(z,s,u) 在 G = [a,b] Xx[a,b] Xx R 上 连续 , 且 
在 G 上 对 wu 满足 Lipschitz 条件 
IK(zyssu) — Kl(r,ssw) ILI -ul. 


证 明 : 当 | | < 5- 时 , 非 线性 积分 方程 


(=0,12…) 


9(z) = f(z)+ ji Kx,s,9(s))ds 


存在 惟一 连续 解 . 
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$2 不 动 点 定理 及 其 应 用 


§2.1 Brouwer 与 Schauder 不 动 点 定理 


定义 2.1 一 个 度量 空间 X 称 为 具有 不 动 点 性 质 ,如 果 每 一 
个 X 到 X 的 连续 映射 都 有 不 动 点 . 

不 难 证 明 ,单位 区 间 [0,1] 具有 不 动 点 性 质 . 事实 上 , 设 f 是 
[0,1] 到 [0,1] 的 连续 函数 ,如 果 f(0) = 0 或 f(1) = 1,f/ 已 具有 
不 动 点 ; 否则 , 令 g(z) = f(x) -x(x € [0,1]), 因 为 f(x) € 
[0,1](x € [0,1]), 必 有 g(0) = /(0)-0>0,g(1)= f(1)-1 
< 0, 再 由 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 6E (0,1) 使 g(&) = 0, 即 
f(§) = &. 此 结果 不 难 推广 到 闭 区 间 [a,b] 上 ,它们 是 实 直线 上 的 
全 部 紧 凸 子 集 . y 

上 述 结果 有 明显 的 几何 意义 . 1 
如 图 5-2, 因 为 /(z) 是 [0,1] 到 [0， 
1] 的 连续 函数 ,所 以 f(x) 的 图 象 
在 正方 形 [0,1] x [0,1] 内 , 它 必 与 
对 角 线 y = xz 相交 ,此 交点 即 为 不 
动 点 . 但 可 以 看 出 这 时 不 动 点 并 不 
一 定 是 惟一 的 . 4 

对 空间 R 的 上 述 结果 推广 到 
R" 中 的 单位 球 巨 (zo,1) 和 紧 凸 子 
集 S 上 并 不 是 件 容 易 的 事 .Brouwer 首先 用 拓扑 度 的 方法 证 明了 
下 述 定理 . 

定理 2.1 (Brouwer,1910)(1) R”" 中 的 单位 球 B(zo;1) 具有 
不 动 点 性 质 ; 

(2) R" 中 的 每 一 非 空 紧 凸 子 集 S 具有 不 动 点 性 质 . 
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图 5-2 


上 述 定理 2.1 由 Schauder 推广 到 Banach 空间 的 紧 凸 集 , 即 定 
理 2.2. 

定理 2.2 (Schauder,1930)Banach 空间 的 任 一 非 空 紧 凸 子 集 
S 具有 不 动 点 性 质 . 

在 应 用 上 , 紧 集 这 个 条 件 限 制 较 大 ,因为 在 无 穷 维 空间 中 单位 
闭 球 就 不 是 紧 集 ,而 要 验证 一 个 集 是 紧 集 往往 又 是 相当 困难 的 , 因 
此 我 们 首先 引入 

定义 2.2 ” 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,D CCX, 映射 T:D 一 Y 
称 为 紧 算 子 , 如 果 (1) 人 是 连续 的 ;(2) TT 把 有 界 集 映 成 列 紧 集 . 

在 此 定义 下 ,Schauder 不 动 点 定理 可 以 改 为 下 述 形式 . 

定理 2.3 设 S 是 Banach 空间 X 中 非 空 有 界 闭 凸 集 , 又 设 
T:S -3S 是 紧 算 子 , 则 人 在 S 上 有 不 动 点 . 


§2.2 ”应 用 举例 


代数 基本 定理 是 代数 学 中 一 个 重要 而 基本 的 定理 . 它 的 证 明 
方法 有 许多 种 ,我 们 用 Brouwer 定理 给 出 它 的 一 个 证 明 . 
例 2.1 设 f(z)= aotalz+*…+ aiz +z( 过 1) 
是 一 个 复 多 项 式 , 则 存在 z。 使 得 F(zo) = 0. 
证 令 z=re,0 二 0<2r， 
a =2+|ao|+… 上 + 区 下 国 


定义 复 平面 上 函数 g 如 下 : 
= -<1， 
g(z) = 
z- L212 | 1. 


显然 g(z) 是 一 连续 函数 , 且 /(z) = 0 等 价 于 g(z) = z, 因 而 原 

问题 转化 为 g 是 否 具有 不 动 点 .为 此 考虑 集合 S = 

iz|1z| 过 上 , 它 是 复 平面 上 的 一 个 紧 凸 集 . 因此 ,由 Brouwer 不 

动 点 定理 如 能 证 明 g 映 S 入 S, 则 例 2.1 便 可 得 证 .下 面 就 来 验证 
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这 一 断言 .事实 上 , 当 |z| 达 1 时 有 


lg(z)|< [zl+ La) 并 于 | ao 十 .十 |e | 


1 
当 |z| 宇 1 且 z€S 时 有 


十 … 十 
lg(z)|= |z- 三 -后 
az 
时 二 ey nl 
过 入 (1-i)+ Le Lew! | | z| 
a alz 

1+…+| a 
ali jl = | | 
=a 14 e200 

例 2.1 得 证 . 


对 微分 方程 (5.8), 当 f(z,y) 对 y 不 满足 Lipschitz 条 件 时 ， 
是 否 只 要 f(x,y) 连续 就 能 保证 解 的 存在 性 呢 ? 这 个 问题 由 
Peano(1890) 用 Euler 折线 法 第 一 个 给 予 了 正面 的 解答 ,并 建立 了 
解 的 局 部 存在 性 定理 .现在 我 们 给 出 利用 Schauder 不 动 点 定理 对 
这 一 定理 的 一 个 证 明 . 

例 2.2 若 函 数 f(x,y) 在 R* 中 某 一 闭 区 域 D = {(z， 
y)||z -zo| 过 a,|y -wo| 二 45} 上 连续 , 则 初 值 问题 (5.8) 在 
区 间 [zo ,zo + h] 上 具有 连续 解 ,此 处 = min |a, 壤 | ,其 中 
M = mags, | (zy)| 

证 ”考虑 C[zxo - Ah,zo + hh] 的 有 界 子 集 
S= {yz)|y(z) EC[zro -hro t+h] 有 ly-yl <M| 
和 S 上 的 一 个 积分 算 子 荆 : 


(T(z) = m+| fz,y(z)dz (y(z) € S$). 
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显然 ,如 果 能 证 明 工 在 S 上 存在 不 动 点 , 则 例 2.2 便 得 证 .为 
此 , 先 证 明 S 是 一 个 闭 凸 集 .事实 上 , 任 取 v 个 y,(z)€ SG = 1， 


2,…,0) ,那么 只 要 之 0, 314, = 1, 就 有 
| Da lz) 一 yl | Bay lz) - yo)| 


< DAMh = Mh, 


即 了 Xiy(z) E S. 因 此 ,S 是 囊 集 .又 设 y(z) € S(i =1,2,…) 


且 y(rz) > y(r) €E Clzro -hh,ro+h](i—> oo%), 则 由 
|y(z) - yl< Ma=)y(z) - < Mh, 
得 y(z) € S. 因 此 ,S 是 闭 的 . 
其 次 ,由 有 h 的 定义 ,可 证 荆 映 S 到 S. 事 实 上 ,对 任意 的 y(z) 
E S, 有 
1(Ty)z) -yl= max ,| (Ty)(z) -yl 


zz | < 
a 
最 后 ,证 明代 是 S$ 上 的 紧 算 子 .为 此 , 设 y(z)(i = 1,2,…)， 
y(z) € S 且 y,(z) 一 y(zr)(i 一 0), 于 是 对 任意 € > 0, 存 在 N 
E N 使 当 ; > N 时 有 
yx(z)-y>(z)l 和 1y(z)-y(z)l<e， 
因此 ,wy(z) 在 C[ze - A,zo + 户 ] 上 一 致 收敛 于 y(z). 从 而 由 


(Ty)(z) = yo + f(z,y;(t))d 
两 边 取 极限 可 得 
(Dz) > yt fl 5)d = (TI)(z) (i %), 


< Mh. (5.17) 
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因而 | (Ty,) (zx) - (Ty)(z)| 
[ lay) = fey ))d 


< em) 3) ld, (5.18) 


注意 到 f(x,y) 在 闭 区 域 {(x,y)| -zol 志 hh, |y-w| 声 
Mh} 上 的 一 臻 连续 性 及 y, (1 ) 一 致 收敛 于 y(1), 由 (5.18) 容易 证 
明 ( Ty,)(z) 在 [ze - A,zo + hh] 上 一 致 收敛 于 (Ty)(x), 因 而 
在 S 上 连续 .因为 对 任意 y(z) E S 以 及 任意 的 zi ,zx E [zo 一 h， 
zo 十 hh] 均 有 


(Ty) (2) = (CT) (z= /eve))d 


所 以 TS 作为 定义 在 [zx - Ah,zo+ 六 ] 上 的 函数 族 是 等 度 连 续 的 ， 
又 由 (5.17) 这 个 函数 族 还 是 一 致 有 界 的 , 故 由 Arzela-Ascoli 定理 
TS 是 列 集 的 . 

由 定理 2.3, 例 2.2 得 证 . 

例 2.3 ”考察 Urysohn 积分 方程 


2P(Z) = | K(z,s,9(5))ds, (5.19) 
其 中 K(xz,s,u) 是 [a,6] x [a,b]x R 上 实 值 连续 函数 , 且 满 足 
下 列 不 等 式 
[K(x,syu) leo tedul (Yr,s € [a,b],u € RR), 
其 中 Cc,cs， > 0,c2(b 一 a) << 1, 则 此 积分 方程 必 有 连续 解 . 
证 令 映 射 TT:C[la,b] -> Cfa,5] 如 下 : 
(Tp)(z) = [Klz,s,9(5))ds (p(s) € Cla,b]). 
则 :CL[a,6b] 一 CLa,b] 是 紧 算 子 .事实 上 , 设 SCC[Ea,b] 是 任 
一 有 界 集 , 即 存在 c > 0 使 p€ S 时 gl 过 c. 因 为 K(xz,s,w) 
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<M|z -zl|, 


在 [a,5] x [ae,5]x[-c,c] 上 是 连续 的 , 令 


M= max |K(z,s,u)|, 
es 


则 1(Tp)(z)| = K(x,s,9(5))ds 
< Mas = M(b -~ a), 


从 而 TS 中 诸 函 数 是 一 致 有 界 的 . 
又 由 于 K(z,s,u) 在 [a,6b6]x[a,b] x[-c,c] 上 是 一 致 连 
续 的 ,对 任意 s > 0, 存 在 6 > 0, 只 要 |zk -za|< 6(xi,x2 E€ 
[a,6]) 就 有 
|[K(z1,s,u)— 
于 是 对 任意 PE S, 当 | zi - zz|< 6 时 恒 有 
1(Tp)(z) - (Tp)(z,)| 


四 tgs,905)) — K(z2,s,9(s))]ds 


<[ IK(zs,9(5)) - KCzasyp(s))1ds 


< 三 4 ~a)=&e. 
这 说 明 TS 中 诸 函 数 还 是 等 度 连续 的 . 由 Arzela-Ascoli 定 理 , TS 是 
Cla,6b] 中 的 列 紧 集 . 
再 验证 T 的 连续 性 . 设 p, ,p € C[a,6b] 满足 
1mw -pl 一 0 (no%). 

令 M = supl p, | <+ %, 由 K(z,s,yu) 在 [a,6b] x [a,6b] x 
[- M,M] 上 的 一 致 连续 性 , 对 任意 es > 0, 存在 6 > 0, 当 
| -wl< 6(-M<u,u 过 M) 时 ,有 


|K(z,ssu) — Klz,s,u)| < (Vz,s € [a,b)). 
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-和 


取 N 充分 大 ,使 当 n > N 时 ， 
lp, -pl <#. 
于 是 | (Tp,)(z) - (Tp)(z)| 


<[ IK(z,s,9,(s)) — K(z,s,p(s))|ds 


人 <b -a)=e (Vx € [a,6b]), 
故 | Tp, - Tpl <e, 
因而 T 是 连续 映射 ,所 以 工 是 紧 算 子 . 
令 = T2470)， 取 Cla,b] 中 半球 BB = 


ip|p EC [a,b] 且 上 gl 过 小, 它 显然 是 C[a,6] 中 的 有 界 凸 
闭 集 ,对 任意 PE B， 
(To) Sf Kz,s,96) ds 


<f telp(s)|)ds S(t+el yl)(6 -a) 


(cter)(b -a)= 7, 
所 以 Ty 三 7,TB C B. 这 样 定理 2.3 的 条 件 全 部 满足 ,所 以 
T 有 不 动 点 p《 B, 即 Urysohn 方程 有 连续 解 . 
例 2.4 设 g:[0,65] XR xR 一 R 是 连续 的 有 界 的 , 则 如 下 
两 点 边 值 问题 


伐 = glz,9(2),9(2)) OS zh), (oo) 
p(0) = p(6) =0 
有 连续 可 微 解 . 
证 令 X= CM[0,6] 为 按 下 列 范 数 
lg = max! max, | p(x)| ‘max [9 (z)| | 
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所 成 的 Banach 空间 . 
不 难 证 明 求解 边 值 问题 (5.20) 等 价 于 求解 下 列 积分 方程 


p(z) = /(9)z + | (fsGss96), 9 C5))ds )ar, (5.21) 
其 中 f:C"[0,6] 一 R 定义 为 : 
f(9) = 一 二 (J p65) ,pCas jar. 


事实 上 ,由 (5.21) 可 知 g(0) = pg(5)=0. 且 当 (5.21) 有 连续 
可 微 解 时 ,两 边 求 导 两 次 知 p(x) 满足 方程 (5.20) ,所 以 (5.21) 的 
解 是 边 值 问题 (5.20) 的 连续 可 微 解 ; 反 之 , 当 边 值 问题 (5.20) 有 
连续 可 微 解 时 ,对 方程 两 边 积分 两 次 ,得 


p(xz) ~ 9(0) - yg'(0)zx = 人 (sw(GD)dsjd， 
将 (5.20) 的 边界 条 件 代 人 即 得 方程 (5.21) 
下 面 证 明 ,方程 (5.21) 有 连续 可 微 解 . 首先 ,容易 证 明 f(y) 
是 连续 泛 函 , 且 
|/(p)|< SM’ = Mb, 


其 中 M 为 g(s,gp(s),p(s)) 的 界 , 即 |g(s,p(s) ,os))| 去 
M(s € [a,5]). 定 义 上 映射 T:C"[0,5] 一 CM[0,65] 如 下 : 
(Tp)(z) = F(p)z + (J aC,el ,p(s))ds)ar. 
(5.22) 
注意 到 
(Tp) (zx) = /(9) + | gls,9(5),¢ (5))ds, 
当 ‖ gw -9 有 一 0(2 一 ce) 时 ,ov(z) 与 g0(z) 分 别 一致 收 急于 


9(z) 与 w'(z). 再 由 闭 区 间 [0,5] 上 连续 函数 p(z) 与 pg"(z) 的 
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有 界 性 可 证 {p,(z)} 与 1p (zz) 均一 致 有 界 .从 而 由 g 在 闭 区 域 
上 的 一 致 连续 性 及 f(y) 的 连续 性 ,可 证 
(Tp,)(z) = Fo) + | (|gG96),9%65))ds ja 
jp)z+ | (fel,es), es))ds )ar (2 一 oo); 
(Tp,)’ (2) = CD) + | gCs,0, (5), 9.(s))ds 
fp) + sp ,ys))ds (n— %). 


所 以 ,TT 是 连续 映射 . 
对 任意 PE C"[0,651, 有 


(POCOS ps /C90) e+ gl Mare 
< Mb’ + MD = 2Mb’; 
(Tp) (2)|< {1/(p)|+ mex ff Mas| 
<Mb+ Mb = 2MD. 
令 - = max{2Mp*,2Mb|, 则 有 | Top| 入 .因此 ,如 取 S = 
ip|pe co [0,6],] gl 过 x1, 则 TS CS,TS 是 一 致 有 界 
的 .此 外 ,对 VYzizzE[0,o,pES, 有 
|(Tp)(z) - (Tp)(z;)| 


三 (wdsja 
<2Mb|zr - ral; 


| (Tp) (zx) - (Typ) (zi)|< MIz -zl|. 
所 以 ,TS 还 是 等 度 连续 的 . 由 Arzela-Ascoli 定理 TS 是 列 紧 集 . 综 
合 上 述 两 点 ,了 是 紧 算 子 , 又 显然 S 是 非 空 有 界 凸 闭 集 . 由 定理 
2.3, 方 程 (5.22) 有 不 动 点 , 即 边 值 问题 (5.20) 有 连续 可 微 解 . 
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max 
7€[0,b 


<Mblzr -zl|+ 


习 题 5.2 


1. (1) 在 R 上 f(x) = +1, 则 对 zE[0,1,Fz) 天 zi 
-zx,r€[-1,0]U (0,1]; 

Ont/ = 2 
全 [TF 了 

则 对 zE[-1,1],F(z) 关 zi 

(3) 对 于 R? 中 圆 环 S: 寺 入 | | < 二, 设 了 为 将 此 圆 环 旋转 一 个 角度 


—sin cosg) 八 zz 


0(0 < 9 < 2x) 的 变换 , 即 Tx = 二 ( ce oe) (7 ,wz 


S,Tz 天 工 . 
上 述 三 种 情况 各 说 明了 什么 ? 
2. 考虑 非 线 性 积分 方程 


Jp(z) = 站 sse))d (0 委 z 和 1 人 >0)， 


这 是 一 个 特殊 的 Hammerstein 积分 方程 ,证 明 它 有 连续 解 . 
3. 设 f(z,y) 在 [a,b] x R 上 是 连续 的 (a 二 xo 二 5), 且 存在 常数 M > 
0 使 
[fl(z,y < M(+ |}y|), 
则 在 包含 zu 的 某 一 邻 域内 , 初 值 问题 (5.8) 有 连续 解 . 


4. 对 于 积分 方程 g(z) = | K(z,s)7(s,g(s))ds, 其 中 K(z,s) 在 
[ce ,5] x [a,b] 上 连续 ,f(s,u) 在 [a,b] x[ 玉 为 ] 上 连续 ， 
AM = max{ | K(xz,s)| [z's € [a,6]}, 
M2 = max{| f(s,u) | | (s,su) € [a,b]x[-h,h]}. 
证 明 当 满足 14 |< 打包 一- 时 ,以 上 积分 方程 有 连续 解 . 
5. 设 g:[a,6] x R x R 一 R 是 连续 的 \ 有 界 的 ,证 明 如 下 初 值 问题 
信 EE 


9p(a)=0,9(a)=0 


有 连续 可 微 解 . 
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$3 第 二 型 Fredholm 积分 方程 


$3.1 ”正则 值 与 解 核 


对 第 二 型 Fredholm 积分 方程 (5.13), 设 核 K(x,s) 满足 例 
1.5 的 条 件 ,并 令 


M? = [a | K(x,s) ?drds. (5.23) 
定义 核算 子 K 如 下 : 
(Kp)(z) = | K(x,s)9(5)ds, (5.24) 


则 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,对 任意 p € L’[a,6b]， 
IKpl? = | (Kg)(z) dz 


-| 
< (KG has io)Pdsjdz 


= (fx, ds)ae 上 pl 
=M’ | ool’, 
所 以 K 是 L*[a,6b] 到 L*[a,b] 的 有 界线 性 算 子 ,并 且 
目 K | <M. (5.25) 
这 样 , 积 分 方程 (5.13) 化 为 如 下 算 子 方程 (其 中 I:L’[a,6b] 
一 L?[a,6b] 为 恒 等 算 子 ) 
(I-AK)p=/. (5.26) 
因此 ,对 任意 FE L*[a,6b], 积 分 方程 (5.13) 都 可 解 的 充 要 条 件 
是 算 子 了 - 4K 的 逆 算 子 (I - XAK)' 存在 并 且 有 界 , 由 此 我 们 给 出 
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dz 


[K(x,5)9(5)ds 


如 下 定义 ， 

定义 3.1 ”使 逆 算 子 (1 -AK) 存在 并 且 有 界 的 参数 值 4 称 
为 积分 方程 (5.13) 的 正则 值 ,正则 值 全 体 记 作 p(K), 而 预 解 式 
Ri(K) = (I 一 AK)"' 称 为 积分 方程 (5.13) 的 解 核 . 

定义 3.1 与 第 三 章 定义 7.1 稍 有 不 同 ,请 读者 注意 这 一 点 . 

容易 看 出 , 当 4 满足 aK = 1al1KI 二 14IM<1, 即 


14|< 二 时 ,4 是 正则 值 ,此 时 逆 算 子 (IT - MK)- 存在 并 且 有 界 . 


由 于 
(IT-AK)'=I+AK+AK’: 二， 
因而 方程 (5.26) 的 解 为 
p= (TI-2aK)'f 
= (T+AK+AK’ +…) 太 
= /+AKf+AKIf + (5.27) 
例 3.1 考虑 积分 方程 


I 
92(Z) = er + 让 seGs)d， 
此 处 K(xz,s) = s,M? = [Tar = 广 , 故 当 |4| <V3 时 , 积 
0J10 


分 方程 的 解 为 
9p(z) = e+AKe +A Ke 十 


i 
由 于 Ke” = | sas =1, 


Kazer = K(Ke')= K1= [sas = 圭 ， 
有 六 3 ed 
Ke = Ke ) = KF=| 二 ds = 去 ， 
一 般 地 可 用 归纳 法 证 明 

1 


| 


Ke” 
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所 以 pg(z) = c++ 如 于 + 去 + + 和 和 


(AM1<V3) 


= 二 + 
即 为 原 方程 的 解 . 
正则 值 与 解 核 具 有 如 下 性 质 : 
1” 正则 值 全 体 p(K) 是 复 平 面 上 的 开 集 . 
事实 上 , 设 XA。 € p(K), 则 
TI-AK=1-AhkK+ (Ah -A)K 
= (了 - ho — (A -A(T -AK)'K), (5.28) 


当 |A 一 X01< WE RT 时 , (1 一 AK)” 存 在 且 有 界 ,所 


以 Ao 是 p(K) 的 内 点 ,由 Xo 的 任意 性 ,p(K) 为 开 集 . 
2” 解 核 有 如 下 公式 : 
Ri(K)- R.(K)= (1-A)R(K)KR(K)， (5.29) 
事实 上 ,由 
(IT -AK) = (1T -AK) (TpR)( -KR)’! 
= (IT-AK)'((A -K+I-AK)(T -pK)’! 
= (A pT- AR) KOIT-AK) + (IT- pK)’! 


2 一 


即 得 . 
3” 解 核 R(K) 在 p(K) 内 是 算 子 值 解析 函数 . 
首先 ,我 们 证 明 R,(K) 是 4 的 连续 函数 .事实 上 ,由 (5.28) 及 
I-A)H= I+A+A +-.…| (HA <1) 


<1+ 1AL+ Al + = Tar 


<2 (141 二 二)， 


当 | 4 - io| 么 ,BA-aA)(T-aAK) IK] 


1 
2 和- 和 oK) 天] 
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< 十 时 
| [I-A0)C(T-AK) KT-AK) | 


| Ra(K) 1 = 
NI- -ANT-AK)' KIN IR CK) 
魏 21 Rs(K)1 ， 

再 由 (5.29)， 


| RA (K)- Ra (K) 1 
S14-20) RK NMIR, (KR) 
<2MI RAK) NA -a0 (一 Mo)， 
可 知 R(K) 连续 . 
其 次 证 明 解 析 性 ,由 (5.29)， 
Ri(K)- Ri (K) 
1 一 
> RR, (K)KR, (K) (4 一 )o)， 
故 Ri(K) 在 p(K) 内 处 处 解析 . 
§3.2 Fredhoim 定理 
首先 ,我 们 不 加 证 明 地 指出 当 核 K(z,s) 满足 例 1.5 的 条 件 


时 ,由 (5.24) 定义 的 核算 子 K 是 从 L*[a,b] 到 L*[a,6b] 的 紧 算 


he 
定义 3.2 ” 设 4 是 一 个 复数 .如 果 存 在 非 零 函数 p € L*[a， 


6], 使 得 


= R,(K)KRo(K) 


9 = AK9g, (5.31) 
则 称 4 是 核算 子 K( 或 核 K(xz,s)) 的 特征 值 ,而 称 p 为 KK( 相 应 于 
特征 值 *) 的 特征 函数 . 
对 照 第 三 章 $7.1 关于 特征 值 的 定义 , 并 由 核算 子 K 是 从 
L’[a,b] 到 LL?[a,65] 的 紧 算 子 这 一 事实 ,由 Riesz-Schauder 理论 
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可 得 Fredholm 的 两 条 定理 . 
定理 3.1 在 4 平面 的 任意 有 限 区 域内 ,第 二 型 Fredholm 积 
分 方程 (5.13) 只 存在 有 限 个 特征 值 . 
定理 3.2 每 一 个 特征 值 至 少 与 一 个 特征 函数 对 应 ,与 一 个 
已 知 特征 值 相对 应 的 且 线性 无 关 的 特征 函数 的 个 数 是 有 限 的 . 
注意 到 核算 子 K 的 共 思 算 子 K" :L’[a,b5] 一 工 [a,b] 为 
(K’y) (z) = 站 Reads 
这 是 因为 


(Kg,0) = [Bz)| KGz,og(ods]az 
名 [oc) (KC, 2)dz )as 
区 fe) (| Easy(z)dzju 


[we 人 (| Rls a ys)ds )az 


= (9,K"y). 
因此 ,由 Riesz-Schauder 定理 可 得 Fredholm 的 另 两 条 定理 . 
定理 3.3 ”若是 核算 子 KK 的 特征 值 , 则 2 是 它 的 共 因 算 子 
K” 的 特征 值 , 且 方 程 


es 4 Kx,s)9(s)ds =0 (5.32) 
的 线性 无 关 的 特征 函数 的 个 数 与 它 的 共 罗 方 程 

y(z) -| Kl zy(s)ds =0 (5.33) 
的 特征 函数 的 个 数 是 相同 的 . 


定理 3.4 ，” 设 4。 是 核算 子 K 的 一 个 特征 值 , 则 非 齐 次 方程 
(5.13) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 :方程 的 自由 项 了 与共 罗 齐 次 方程 
(5.33) 的 一 切 特征 函数 正 交 . 
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例 3.2 求 积分 方程 
p(z) = (+ 5) p(s)ds 


的 特征 值 与 特征 函数 . 并 进而 求 得 当 4 不 取 特 征 值 时 非 齐 次 积分 


方程 
g(x) = /(z)+ 让 (x+)9(s)ds 
的 解 ,其 中 f€ L?[0,1]. 
解 ”由 于 8(z) = | (z+ p(s)ds 


= id 本 (2 ,p(s)ask, 


所 以 p(x) 可 由 1 与 x 线性 表示 , 故 可 设 g(x) = cl + coz, 将 之 


代入 原 方程 ,可 得 


1 1 
citcx= | s(c1 + css)ds + (A (ci 二 cas)ds je 
0 0 


te + $e (ze 十 $c )z, 


所 以 


即 
一 Acl 十 (= 六 je = 0. 


它 有 非 零 解 cj,c; 的 充 要 条 件 是 
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(5.34) 


由 此 得 4, = 一 6+4V3,4， =-6-4y3, 此 即 所 给 积分 方程 的 特征 
值 .为 求 相应 的 特征 函数 , 先 将 4, 代入 (5.34) 求 出 (5.34) 的 一 个 
A 
基础 解 系 c1 = 一 3 = 5 2 ,cs = 1, 由 此 得 与 41 相应 的 特征 
人 1 
2 


函数 pi(z) = 8 + z; 同 理 可 求 得 与 2， 相应 的 特征 函数 


pa( 工 ) 二 6 二 
对 非 齐 次 积分 方程 ,可 设 其 解 
92(z) = f(r)+A(c + cs2). 
将 之 代入 原 非 齐 次 积分 方程 , 同 理 可 得 关于 c, 和 cs 的 代数 方程 组 


当 4 不 取 特征 值 时 ,可 求 得 
(1 汉 人) cas 十 和 7)d 
和 ， 


-和 -4+1 


(1 二 $) /cas + 4f (ds 
7 a 


4 
-五 -4+1 


所 以 , 当 4 不 取 特 征 值 时 ,所 给 非 齐 次 积分 方程 有 惟一 解 
2(z)= rz)+ACc+tcz) 


二 1 6(4 —2)(z + 5s) — 12Azs — 4A 
= /0z) + 12 +124 -12 fls)ds. 


C2 
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注 : 例 3.2 的 共 示 方 程 为 
y(z) = KE + s)y(s)ds, 


其 特征 函数 与 例 3.2 的 特征 函数 相同 , 即 g,(z), q(x). 因 此 ,由 
定理 3.4, 当 4 取 特征 值 时 , 例 3.2 的 非 齐 次 方程 有 解 的 充 要 条 件 
是 自由 项 f 与 特征 函数 gp,(x), g(x) 均 正 交 , 即 


(fs9) = | 7z)pi(z)dz = 0 
(f,92) = [f(z)8:(z)dz 20 


§3.3 ”Hilbert-Schmidt 定理 


定义 3.3 ”如 果 积分 核 K(zx,s) 与 它 的 共 思 核 K(s,x) 相同 ， 
即 K(z,s) = K(s,z). 则 称 这 样 的 核 为 对 称 核 ,相应 的 积分 方程 
称 为 对 称 方程 . 

定理 3.5 由 对 称 核 产生 的 算 子 一 定 是 自 伴 算 子 .反之 , 当 核 
K(xz,s) 产生 的 算 子 是 自 伴 算 子 时 ,一 定 有 K(z,s) = K(s,x). 

证 前 一 结论 是 显然 的 . 现 证 后 一 结论 .由 于 K 是 自 伴 算 子 ， 
故 有 


(Kp,y) = (9,K'y) 
及 (Kp,y)= (9,Ky) (Vo,y EL’[a,b)). 
由 此 得 到 (P,Ky -Ko%) =0 (Vp,y€L’[a,b)). 
将 之 展开 得 


[elz)az [Klz,s) KG zi))y(s)ds = 0， 
特别 , 当 p(z) 取 为 
p(z) = | (K(z,5) - RUrz)) ys)ds 


时 ,就 有 
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「kca — K(s,x))y(s)ds = 0. 


取 y(s) = K(z,s)- K(s,z) (任意 固定 x € [a,6b])， 
就 可 推出 K(z,s) = K(s,z). 

因此 ,对 称 核 产 生 的 算 子 既是 紧 算 子 又 是 自 伴 算 子 ,由 紧 自 伴 
算 子 的 Hilbert-Schmidt 定理 (参见 书目 [4] 或 [13]) 可 直接 得 到 如 
下 关于 对 称 积分 方程 的 定理 . 

定理 3.6 对称 核 的 特征 值 至 多 有 可 数 个 , 且 只 能 是 趋向 于 
无 穷 大 的 实数 列 14,1. 设 X41,4,,…,4,,… 是 对 称 核 K(x,s) 的 一 
切 特征 值 , 且 gp,(z),g;(x),…,9, (xz),… 是 与 之 对 应 的 标准 化 
的 特征 函数 . 设 A(z) € L*[a,bj, 则 函数 

f(z)= Kh = [Klz,5)h (5)ds 

可 展开 为 关于 标准 正 交 系 | gp, (x )}”_, 的 绝对 收敛 且 一 致 收敛 的 
Fourier 级 数 


fz) = Dfp, (zx), 1, = (f,9,); 


或 。 f(z)= Dp.(z), 记 = 人 多，h, = (hg) 
由 此 定理 可 以 给 出 具有 对 称 核 的 积分 方程 (5.13) 的 解 . 设 
a, = (9,9) = [pa)B (2)dz, 
由 定理 3.6 有 
[KCz,5)965)ds = 3 gap,(z), 
代入 (5.13) 得 
p(x) = f(z) + 3 p(x). (5.35) 


为 确定 a, ,将 上 式 两 边 乘 以 8;(z), 且 关于 工 从 a 到 0 积分 .注意 到 
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oz) ,22(z) 92(Z) ,是 标准 正 交 系 ,得 到 
ai = fi+ Za, /. = (f,9:) (i = 1,2,.…). 
如 果 A 不 是 方程 (5.13) 的 特征 值 , 即 A 六.(G = 1,2,…), 由 此 解 


出 


A 
A 


代入 (5.35) 得 到 积分 方程 (5.13) 的 解 


p(xz) = MD AD Ei Ee 


例 3.3” 求 积分 方程 p(x) -外 K(z,s)p(s)ds = 0 的 特征 
值 与 特征 函数 ,并 进而 求解 非 齐 次 积分 方程 
p(x)— 4 Kess) p(s)ds = cos Tz, 


于 (人 一)， 人 


TC) 工 之 5. 
解 ” 由 于 K(z,s) = K(s,x), 所 以 所 给 积分 方程 为 对 称 广 
程 .将 齐 次 方程 改写 为 
8(z) = 2 Fz) p(s)ds tal Fs) ps)ds 


其 中 K(xz,s) = 


= Xa spl(s)ds 十 举 [ (l—s)p(s)ds, 


方程 两 边 对 x 求 导 两 次 得 g(x) 所 满足 的 微分 方程 
9 (rz) =- ap(z) 
及 边界 条 件 p(0) = gp(1) = 0. 
边 值 问题 
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2 (z)+Ap(z) = 0， 
92(0) = 92(L) =0 
仅 当 4 > 0 时 有 非 零 解 . 当 ) > 0 时 方程 的 通 解 为 
9p(z) = cicosVAz + cssinVAx. 
由 pg(0) = 0 得 c, = 0, 由 pg(1) = 0 得 /XL = Ar. 即 
A= $F (k = 1,2,°…) 
时 有 非 零 解 
p(T) = casin 全 
由 此 得 到 原 积分 方程 的 所 有 特征 值 和 所 有 标准 正 交 的 特征 函数 分 
别 为 
kr /2 .kn 
A = 5 与 g(x) =A Tsin yz 
为 求 非 齐 次 方程 的 解 ,计算 


f=(f, pm) = 3 ms 衬 sin Ar dx 


(i tt 0) 


| (k = 2n + 1), 


V2l4n _ 
zl4m 1) (k= 27); 
所 以 当 4 关 A 时 , 原 非 齐 次 方程 的 解 为 


p(z) cs 芋 + 阅 V2l4n 


x(4n” 一 1) 
2 . 2nn 4 x 
WE 
nr 8nl? . 2nn 
= + 
oe 入 1 xr(4n  — 1)(4nir — A 7 
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习 题 5.3 
1. 用 北 算 子 解 下 列 各 积分 方程 : 
(GD g(z) -去 | p(s)ds = ci 


(2) p(z) + 4 eg)ds = 并. 


2. 证 明 0 不 是 核算 子 K 的 特征 值 . 
3. 求 下 列 各 积分 方程 的 特征 值 及 相应 特征 耳 数 : 


(1) p(x)= | sinzsinsp(s)ds; 


(2) g(x) = 让 2 "p(s)ds. 
4. 求 积分 方程 
9P(z) = 4 Kx,s) p(s)ds 
的 所 有 特征 值 和 特征 函数 ,并 由 此 求解 非 齐 次 积分 方程 (X 不 取 特 征 值 时 ) 
p(x) -4 K(x,s)p(s)ds = es 至， 


其 中 K(z,s) = 人 


亲 训 


$4 最 佳 还 近 与 投影 定理 的 应 用 


$4.1 最 佳 逼近 的 存在 性 与 惟一 性 


定义 4.1 设 义 是 赋 范 空间 ,下 是 X 的 子 空间 , FE X. 如 果 
存在 f。 E 下 使 
1f -fl = 导 17-el， 
则 称 有 是 了 在 下 中 的 最 佳 逼近 . 
例 4.1 设 X= Cla,6b],F = F, = span{l,z,*…,7"},fE€ 
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Cla,6b]. 求 /在 FF, 中 的 最 佳 逼近 , 即 是 确定 系数 co ,ar ，…,a» 
使 


max | F(z) 一 (ao tafr+t++az")| 
xr€Ela,b} 


= inf max | f(z)- (ao+az+…+az)||. 
do ER! rELa,b] 


如 此 确定 的 多 项 式 oo + ar z+… +a;zx" 称 为 /(z) 的 最 佳 一 致 
逼近 多 项 式 . 当 我 们 希望 用 多 项 式 来 近似 计算 /(x) 的 函数 值 时 ， 
常 采用 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 . 

例 4.2 设 X= 4 上 [0,2x],F = span| 生 ， cosZ ,sinz,**, 


COS71 , Sinnr ,re 三 [0,2x]. 求 /在 下 中 的 最 佳 通 近 , 即 是 确定 
ao ,al ,61 ，…a ,6 使 


「Lreo -人 登 + arcosr + by sinz 十 … 


3 
+ a» cosnz 十 0 sinnz )] dz 

= inf [ [rz) - (多 + aieosz + Bisinz + 
qa ba, 0 ER 


十 a, Cosnz + b,sinnz )] dz. 


如 此 确定 的 三 角 多 项 式 考 ci +ai cosz + bi sinz + +a’ cosnz 


+ bw sinnz 称 为 最 佳 平方 逼近 三 角 多 项 式 . 当 我 们 希望 用 三 角 多 
项 式 来 近似 计算 函数 败 z) 的 积分 值 时 , 常 采用 最 佳 平 方 逼 近 三 
角 多 项 式 . 
从 以 上 两 例 可 以 看 出 ,最 佳 逼近 问题 具有 理论 与 应 用 的 价值 . 
关于 最 佳 逼近 的 存在 性 ,有 如 下 定理 . 
定理 4.1 设 X 是 赋 范 空间 , 斑 是 X 的 有 限 维 子 空间 , 则 对 任 
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意 /E X, 总 有 万 E 下 使 
If- hl = ipt If-gll = a(f,F). (5.36) 
证 ”由 下 确 界 的 定义 ,对 任意 wn E N, 有 /,€ 下 使 
1f- fl <a(f,F) + 
从 而 Ale<lf-£l+ ll 
<apF)+li+lrl 


<d(PF) + fl +1， 
故 序列 { 太 | 是 有 界 的 . 
因 有 限 维 空间 中 的 任何 有 界 集 都 是 列 紧 的 ,所 以 存在 子 序 列 
和/ 上 使 
lim/,. = fo- 


由 于 下 是 闭 集 ,所 以 fo € 下 . 
在 | /=- 太 省 和 4d(/,F) + 二 中 , 令 4 -oo 得 到 


If- fl <alf,F). 
又 显然 有 If-fol Fa(f,F), 
从 而 有 | -Al = a(f,F). 


为 讨论 最 佳 逼近 的 惟一 性 ,我 们 引入 如 下 定义 . 

定义 4.2 设 X 为 赋 范 空间 , 若 对 任意 z,yE X,z 天 
zl = ly = 1 及 任意 a € (0,1), 均 有 ar + (1-a)y| 
< 1, 则 称 X 为 严格 凸 空间 . 

严格 凸 空间 意味 着 单位 球面 S(0,1) 上 任意 两 点 的 连 线 一 定 
位 于 单位 球 B(0,1) 内 .对 严格 凸 空间 有 如 下 等 价 命题 . 

定理 4.2 ” 赋 范 空间 X 是 严格 凸 的 充 要 条 件 是 对 任意 f,g € 
X,f,g 关 0, 如 果 f+g 上 = 中 fl + 中 g 上, 则 一 定 存在 常数 
c>0 使 /= cg. 
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证 ”必要 性 ”用 反 证 法 . 设 f,g 冯 9 且 上 f+gl = 路 fl 
+ | 有 让 .假设 对 任意 c > 0 均 有 f 关 cg, 令 了 = TH = 


a ee el 
TET, 则 7 六 2, 且 171 = 8 =1 取 = T7 人 aT 


则 0< <1 且 1-a = 了 7 全 fz- 因 而 ,由 XX 的 严格 上 性 
1> laf+(1-a)gl 


-rter :mh farl 


-| 王 人 在 行 |- 让 仁和 
从 而 有 lf+gl < fi|+ jgl, 


导出 矛盾 . 
充分 性 ”对 任意 /f,g€X,lfl= lgl=1 且 f 关 g 时 ， 


则 对 任意 a € (0,1) 均 有 /关上 二 Sg, 即 af 关 (1 a)g, 因 而 


af +(1-a)gl < lafl + (1-a)gll 


=a+(1-a)=1. 


由 此 定理 不 难得 出 

例 4.3 空间 L?[a,b51(1 < p< 之 + %) 和 内 积 空 间 都 是 严格 
凸 的 . 

此 结果 可 由 Minkowski 不等式 和 Cauchy-Schwarz 不 等 式 等 号 
成 立时 的 充 要 条 件 及 定理 4.2 推出 . 

例 4.4 Cla,b] 及 L'[a,b] 都 不 是 严格 串 的 . 

以 C[0,1] 为 例 , 取 f(x) = 1,g(z) = xz, 都 满足 fi = 


gl = 1 但 | 二 Cr + 人 | = 由 定义 4.2,C[0,1] 不 是 严格 


的 . 
以 上 L'[0,1] 为 例 , 只 要 f(z) 与 g(x) 都 是 非 负 的 ,就 有 等 式 
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lpr+gl= 中 fj + gj. 由 定理 4.2,L'[a,6] 不 是 严格 
凸 的 . 

对 严格 凸 空间 有 如 下 定理 . 

定理 4.3，” 设 X 是 严格 凸 空间 ,下 是 X 的 有 限 维 子 空间 , 则 对 
任意 FE 义 , 必 有 惟一 的 f/。€ 下 使 

jf-fhll = a(f,F). 

证 /的 存在 性 已 由 定理 4.1 证 明 , 今 证 明 其 惟一 性 . 车 
d(f,F) = d >0, 设 fo 关 了 都 是 f 在 下 中 的 最 佳 通 近 ,就 有 上/ 
-fo = 上 f- 了 ll = d. 从 而 ,对 任意 a € (0,1), 由 严格 凸 性 


f(afo+ (oa)7)l 
二 laCr- f+ Dl 
‘+a 6si<1 
又 因 afo + (1 一 a)f € 下 ,此 与 d 的 定义 矛盾 , 故 必 有 万 = 了 ; 当 
d(f,F) = 0, 由 下 的 闭 性 f € F. 若 fi 是 /在 F 中 的 最 佳 逼近 ， 
则 用 f 下 = 0, 再 由 范 数 定 义 , 当 fh = 0 时 必 有 
f= fh. 

惟一 性 得 证 . 

$4.2 C[a,p] 中 最 佳 逼近 的 惟一 性 与 Chebyshev 多 项 式 


由 例 4.1, 为 了 计算 /(z) 在 [a,5b] 上 的 近似 值 , 常 采用 f(xz) 
的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 .但 由 例 4.4,C[a ,6] 不 是 严格 凸 的 ,因此 
不 满足 惟一 性 定理 4.3 的 条 件 . 对 C[a ,2] ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 
如 下 惟一 性 定理 . 

定理 4.4 (Harr 惟 一 性 定理 ) 若 下 是 Cfa ,5] 中 的 有 限 维 子 
空间 , 则 对 每 一 个 /(z) € C[a ,0], 它 在 F 中 存在 惟一 最 佳 逼近 
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的 充 要 条 件 是 :下 中 每 一 个 非 零 函 数 在 [a ,5b] 中 的 零点 个 数 都 少 
于 下 的 维 数 (简称 作 子 空间 下 满足 Harr 条 件 ). 

例 4.5 设 F= FF,= spanll,z,…,z" |CCLla,b], 则 FF 的 
维 数 是 n+1, 任 一 个 g(x)€ F,( 即 g(x) 至 多 是 nn 次 多 项 式 ) 的 
零点 个 数 最 多 是 n ,小 于 n + 1. 所 以 下, 满足 Harr 条 件 .再 由 定理 
4.1, 例 4.1 中 的 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 是 惟一 存在 的 . 

为 了 给 出 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 特征 ,我们 给 出 如 下 定义 ; 

定义 4.3 设 f(z)€ECla,b]j,a 寺 xzo<r< < 
b. 车 f(x) 在 xz;(i = 0,1,2…,2) 相 间 地 取 |‖ 让 及 - | , 则 
称 {zi];o 为 函数 f(z) 的 交错 集 . 定义 中 的 第 一 个 点 zo 可 取 
上 fH 或 -中 fl, 故 有 f(x;) = (-1)' 上 fl(i=0,1,…,n) 或 
fz) =-(- DFI(i= 0,1,.%,n). 

例 4.6 T,(z) = cos(narccosz) (-1 过 zx 声 1) 在 [-1,1] 


上 的 交错 集 为 z， = cos 二 x(i = 0,1,…,n), 它们 相间 取 到 


IT =1 和 -Tl =-1. 
下 面 定理 给 出 了 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 特征 . 
定理 4.5 设 下 = span{1l,x,…,z"|,f(z) € Cla,b], 若 
Jo(z)eE 局, 使 / -fo 在 [a,b] 中 有 n+2 个 点 组 成 的 交错 集 ( 设 
为 zo ,zi … ,5 ,Tt1), 则 fo 是 /在 F, 中 的 最 佳吉 近 . 
证 ” 按 例 4.5,f 在 下 ,中 的 最 佳 囊 近 是 惟一 存在 的 .假设 不 
是 /在 书 中 的 最 佳 逼 近 , 即 存在 广 E F, 满足 | f(z;) - f(z,)| 壹 
1f- 了 ll(i=0,1,…,n,n+1) 且 有 
1f-Fl < lf-fl. (5.37) 
考虑 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 了 (x) - 万 (z). 因 为 
fz) -folz) = (f(z) - f(z)) + (f(x) - folz)), 
(5.38) 
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车 f(z;) -fo(z;) = 外 /=- 太 外, 则 由 (5.37)(5.38) 得 
f(z) = folzi) = (F(z) f(z)) + (fz) — folzi)) 
If-fhl- lf-fl >0; (5.39) 
车 f(zi) -fo(zi) = 上/-- fo 中 , 则 由 (5.37)、(5.38) 得 
fz) -flrz)SNf-FH- lf-fol <o0. (5.40) 
由 于 zi(i = 0,1,…,n,n+1) 为 交错 集 , 故 不 等 式 (5.39)、(5.40) 
应 交替 出 现 . 即 多 项 式 f(x) - f(z) 至 少 变 号 n +1 次 .而 由 连续 
函数 介 值 定理 ,f(x) - f(x) 在 区 间 [a ,5] 上 至 少 有 nn +1 个 零 
点 .这 与 /(x) - fo(z) 至 多 是 ”次 多 项 式 矛 盾 . 所 以 ,fo(zx) 是 
f(z) 在 FF, 中 的 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 . 
定义 4.4 ”定义 在 区 间 [- 1,1] 中 的 用 复合 形式 
T,(z) = cosnt, t = arccosr (rzE[-1,1]) (5.41) 
给 出 的 函数 T(z), 称 为 x 次 Chebyshev 多 项 式 . 
由 例 4.6,Chebyshev 多 项 式 T, (zx) 有 n+ 1 个 点 组 成 的 交错 
集 .下 面 的 递 推 公式 表明 T, (x ) 是 n 次 多 项 式 .由 三 角 关系 式 
cos(n + 1)t = 2costcosnt ~ cos(n — 1)t (n 宇 1) 
令 上 = arccosz 得 三 项 递 推 公 式 
T(x) = 2zT, (xz) - T(z). (5.42) 
再 由 Tu(z) = 1,Ti(z) = xz 得 出 Chebyshev 多 项 式 的 前 几 个 
T(x) = 2z’ -1, T(r) = 4z3 - 3z， 
Ti(xz)= 8z* -8zr +1, Ts(z) = 16x’ -20z3 + 5z. 


由 (5.42) 可 以 推出 工 (z) 的 首次 系数 为 了 ,所 以 


T(z) = LT,(z) 


是 首 项 系数 为 1 的 次 多 项 式 , 且 在 z= cosi 亚 (i = 0,1,…,n) 
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处 轮流 取得 最 大 值 二; = 中 元 上 和 最 小 值 - 下 7 = 一 上 下 |， 


定理 4.6 在 区 间 [~ 1,1] 上 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 一 切 a 
次 多 项 式 中 , 荆 (zx) 与 0 有 最 小 距离 2LT. 


证 由 于 T(z)= ET,(z) = xz" -fo(z) 且 


== hl, 


其 中 /0(x) E Fi 由 于 xz; = cosi 下 (i = 0,1,…,n) 组 成 T(z) 
的 交错 集 , 由 定理 4.5,/,(x) 是 z 在 已 ， 中 的 最 佳 逼近 , 即 
Iz -上 = 中 元 中 最 小 ,证 毕 . 

例 4.7 求 F(z) = 3x3+ 2 十 2 均一 二 在 [二 1,1] 上 的 最 佳 
二 次 一 致 逼近 多 项 式 . 

解 /xz) 的 最 佳 二 次 一 致 到 近 多 项 式 /0(z) 应 使 /(x) - 
fo(z) 与 0 具有 最 小 距离 .由 定理 4.6, fo(xz) 满足 


f(rz)- folx) = T(x) =32 — 3z， 


所 以 f(z) = f(x) - (32 — Dx) = x+ Hz -1 


为 所 求 的 最 佳 二 次 一 臻 逼近 多 项 式 . 
§4.3 ”投影 定理 的 应 用 举例 


定义 4.5 设 /€EL’[a,b],FF 是 L*[a,b] 的 有 限 维 子 空间 . 
如 果 了 EE 下 是 /在 下 中 的 最 佳 逼近 , 则 称 了 是 了 的 最 佳 平方 逼近 . 
由 投影 定理 , 求 /在 下 中 的 最 佳 平 方 逼 近 归 结 为 求 /在 下 上 的 
投影 . 
设 ui ,us,…,u, 是 下 的 标准 正 交 基 底 , 则 由 投影 定理 , f(x) 
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在 这 组 基 上 的 投影 系数 为 
QI = (f,u), az = (fj) sa, = (5.43) 
所 以 了 在 下 中 的 最 佳 平方 逼近 为 
人 


例 4.8 续 例 4.2, 将 开 的 基底 标准 化 得 标准 正 交 基底 -万 -， 
2r 


cos 并 Sinz ... cosnz sinnz .43) 和 区 下 的 这 引 
/i Re 于 是 由 (5.43) 得 /(xz) 在 下 的 这 组 


基 上 的 投影 系数 分 别 为 
ao = 人 全 人 | 高 Maz)dz = 遍 |, ndr， 
记过 (县 ) -全 Re 二 了 f(x)cosrdz, 


2 = ( 疡 本 六 人 SCz)dz = el f(z)sinrdz, 


Ee nr A 2r 加 1 2r 
On 人 ) | AGz) esdz = E| f(z)ooonzdz, 
Pi sinnz sinnz gs - 1 ， 
b, = (2 )= I f(x) ed z= 大 | f(x)sinnrdz. 
所 以 由 (5.44), f(z) 在 下 中 的 最 佳 平方 吾 近 
本 ~ COST ,7 SinZ ,..., ~ Cosnz ,7 sinnz 
Do a 
= a er te ns ah 
其 中 a? (i = 0,1,…,n),6b;? (i = 1,…,n) 正 是 函数 F(z) 的 
Fourier 系数 . 
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定理 4.7 Legendre 多 项 式 p, (x) = 5 所 (> —1)"(n 
= 0,1,2,…) 是 工 :[-1,1] 中 的 正 交 多 项 式 族 . 

证 易 知 p,(z) 是 xz 的 次 多 项 式 .下 证 正 交 性 .由 分 部 积 
分 法 ,得 


1 ee 1 
| A, NO TE a (- Detaoo-D) 
可 1 
1 
+ (— "| ct dx， 
a ! 


令 x = (x: -1)",v = 和 一 1)”,m nn, 并 且 注 意 到 


u(t1)=0(k= x -1,n -2,...,1,0), 
可 得 
TN Ew We 
DD"dz 
(0,m<n; 


2 i "2! Cr -1)"dz,m=n. 
由 于 [RG 


= 2(— Da — zx )"dr = 2(- D)"| op rdt 
2. (2n)1! , 
入 (1D E 
从 而 
1 (20; m<n; 
| pr(z)pn(z)dr =4 2 (5.45) 
-1 (2 41 m= n. 
例 4.9 求 /(z) = e 在 L*[-1,1] 中 的 最 佳 平方 逼近 三 次 
多 项 式 . 
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解 ”由 定理 4.7,po(x),pi(z),p2(z),p3(x) 构成 子 空 间 
下 = spanll,z,z?,z?} 的 正 交 基底 ,由 (5.45) 将 之 标准 化 ,再 由 
(5.43),(5.44) 得 f(x) = e’ 在 L'[--1,1] 中 的 最 佳 平方 逼近 三 
从 竹 贡 并 作 

(f,p: 
a tp 
1.1752po(z) + 1.1036p1(z) 
+ 0.3578p, (xz) + 0.07046p;(z) 
= 0.9963 + 0.099796z + 0.53672z2 + 0.17614x’. 


$4.4 ”最 小 二 乘法 


在 许多 实际 问题 中 ,经 常 要 求 利 用 观测 数据 拟 合 系统 的 真实 
模型 .例如 :在 考察 某 化 学 反应 时 ,发 现 反 应 的 速度 主要 取决 于 所 
用 催化 剂 的 用 量 x 及 所 加 的 温度 工 , 当 x 和 三 改变 时 反应 速度 也 
跟着 改变 .我 们 希望 通过 试验 ,在 不 同 的 x, 丁 值 的 条 件 下 ,观察 反 
应 速度 y 的 值 , 找 出 y= F(z,T) 的 具体 形式 ,从 而 通过 控制 x 和 
下 以 达到 控制 反应 速度 . 

为 简单 起 见 ,我 们 假定 所 考虑 的 系统 模型 是 线性 模型 .具体 提 
法 如 下 :已 知 量 y 与 量 zi, xz: ，…,zw 之 间 呈 线性 关系 

y= BritpBr t+ hr,, 
但 事先 这 些 线性 系数 B, , B,,…,B, 是 不 知道 的 . 如 果 观 测 是 绝对 
精确 的 话 ,确定 8 ,B, ,…,pB, 仅 需 测量 次 ,通过 解 线性 方程 组 就 
可 解 出 B ,PP,. 现 假定 由 于 某 些 原因 ,观测 值 不 能 被 精确 测 
量 而 是 带 有 随机 的 测量 误差 . 因此 ,我 们 可 以 多 取 几 组 观测 值 并 利 
用 最 小 二 乘 原理 消去 由 于 数据 误差 所 造成 的 随机 干扰 . 根据 概率 
论 的 理论 ,观测 数据 越 多 ,误差 就 越 小 .具体 做 法 如 下 : 设 给 出 一 组 
观测 值 : 
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二 ) 
? 1 六 这 于 
(2) (2) (2) (2) 
，» Xl， TT, I 
(m) (im) (m) (m) 
yy ， XI 六 2 ， an 


今 确定 房 , 记 ,……, 扩 满足 下 面 的 条 件 
D0 Dg) = min, Ds Dp), 
=1 j=1 1'P2 hn i=1 j=1 

(5.46) 


如 此 确定 出 的 系数 记 , 房 ,…, 记 称 为 最 小 二 乘 解 . 

上 述 问题 可 以 看 作 是 在 空间 R” 中 , 求 由 上 组 观测 值 中 的 后 
7 列 向 量 张 成 的 子 空间 上 的 元 素 , 对 于 给 定 的 上 组 观测 值 中 的 第 
一 列 向 量 的 最 佳 逼近 . 

引入 向 量 Y = (yy yy TN = (xz), ,Bp = 
(8 ,Bs，,…,BB,)",(5.46) 改写 成 矩阵 形式 为 


iY- Xp 3 = min Y=- Xl’, (5.47) 


其 中 外 .| 取 的 是 R” 中 的 Euclid 范 数 .假定 上 组 观测 值 中 给 定 
的 后 n 列 向 量 线性 无 关 , 则 rr (XX) =. 


下 面 利用 微分 法 求 (5.46) 式 的 解 B, 记 
(pp8.) = 站 (> 号 Ng 六 


令 大 , 三 > i 
令 a = (k = 1,2,.…,7) 
得 方程 组 
(yy 和 PD zB )z® =0 (k= 1,2,..…,n) 
;=1 Fey 
即 Dy = 3 De 
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= (Dp (k = 1,2,°,n). 
用 和 矩阵、 向 量 形式 表示 ,上 述 方程 组 可 写成 
XY = (XX)p. 
由 于 r(X) = nn, 所 以 X7X 是 正定 阵 , 从 而 存在 逆 阵 ,由 此 得 到 B 
的 最 小 二 乘 解 为 
A= (XX XY. (5.48) 


习 题 5.4 


1. 设 X 是 数 域 有 上 的 赋 范 线性 空间 ,/ € X,F，= span| 91 pz，…， 
gn1(g1,92，…, E 义 , 且 是 线性 无 关 的 ). 证 明 函 数 


F(c)= lf- Vag, 和 (ce = (coc co) EK) 
3=] 


是 K" 上 的 连续 函数 ,是 p(c) 会 Scp, | 也 是 K* 上 的 一 个 范 数 . 
2. 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,函数 p:X ~ R 称 为 凸 的 ,如 果 不 等 式 
plAr+ (1 -a)y) ap(r) + (1 -A)9(y) (VOSASL) 
成 立 . 求 证 凸 函数 的 局 部 极 小 值 必然 是 全 空间 最 小 值 ， 
3, 继续 第 1 是, 证 明 以 下 断言 ， 
(1) 严 是 一 个 凸 函数 ; 
(2) 若 F(c) 的 最 小 值 点 是 c = (cc ,msc ), 则 万 全 cp 是 /在 
已, 中 的 最 佳 通 近 . 
4. 求 函数 /(z) = z +3z3 -1 在 [- 1,1] 上 的 最 佳 三 次 逼近 多 项 式 . 
5. 用 多 元 函数 求 极 值 法 , 求 ,6 使 [Gsinz - (ar + 5))?dx 最 小 . 


6. 观察 物体 的 直线 运动 ,得 出 如 下 数据 : 

时 间 tJs | 0.0 [| 09 | 19 | 30 | 39 [5.0 
距离 s/m 0 10 30 50 80 110 
求 运动 方程 * = at + b. 
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答案 与 提示 


习题 1.1 1. 提示 :证 等 式 两 边 的 集合 互相 包含 . 2. 提示 :证 等 式 两 
边 的 集合 互相 包含 ， 3. 分 广 (B) = 0 与 /'(B) 关 讨论 ，4. 使 等 号 
不 成 立 的 反例 :X = |1,2,31,Y = |a,b| ,定义 映射 f(1) = /3) = a,f 
(2) = 5, 取 Al = |1,21,A, = {2,31. 5. 提示 :将 [0,1] 中 的 有 理 数 排 成 
ri = 0,rz = 1,r3r ns, 令 f(ri) = riv2(i = 1,2,…), 当 x 是 [0,1] 中 无 
理 数 时 , 令 1(z) = x 6. 令 A, = ax +atz +"+tarta,|a; 
E Zao 天 0 = 0,1,…,nl,A, 与 Z' x 12Z -10}| 对 等 , 设 B 是 整 系数 多 
项 式 全 体 , 则 B = UA, ， 7. 提示 :利用 本 节 第 6 题 结论 . 

习题 1.2 1. 由 上 确 界 性 质 ,对 十 ,3x,€ A, 使 a -十 <z, 芝 a, 令 
7 一 oo 邯 可 . 2. 提示 :证 sup(A + B) 之 supA + supB. 再 证 对 Ye > 0， 
sup(A + B) > supA + supB -e. 类 似 证 第 二 个 等 式 . 3. 使 等 号 不 成 立 的 例 
子 :z = (- 1 = 二 《一 1)".， 4. 提示 :将 [a,5] 等 分 成 两 个 小 区 间 , 取 
其 中 一 个 小 区 间 [aj ,6b1], 使 f(x) 在 [a ,bi] 的 两 个 端点 反 号 .对 [a, ,bi] 重 
复 上 面 过 程 ,可 得 一 区 间 套 .5. 提示 :证 |x 1.F(z) > a| 的 每 一 个 点 都 是 内 
点 ;证 {zx | f(z) 之 at 的 余 集 是 开 集 .、 6. 由 避 的 定义 证 明 . 7. 提示 : 先 
证 才 是 开 集 , 即 Y xo。 € 记 ,xo 是 上 的 内 点 .再 设 G 是 任 一 含 于 巨 中 的 开 集 ， 
证 明 G CE; 证 (E) 是 开 集 。 8. 证 (无 ') 是 开 集 , 即 证 :VzE(E) ,39 
> 0, 使 (x - 9,z +9) 内 不 含 巨 的 聚 点 . 9./ 在 EE 上 一 致 连续 ,Ye > 0， 
取 $ = 2e 即 符合 定义 要 求 . 10. 设 !F(z)I<M (rzER), 对 Ve>0， 


取 8 = 站 即 可 。 11. 提示 :lim| 三 (z)dz = | g(z)dz (zE[La.b]), 得 
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im[A(z) -f(a)] = | gbz)dz 或 /(z) = | g(z)dz + /(a).12, 提示 : 


必要 性 由 | 户 (z) 一 (zr) SI f(z) - fr) +l fr) - f(z) 即 得 . 充 
分 性 :Ve > 0, 由 条 件 ,] N(e) € N, 当 n,m > N(e) 时 ,Yr € E, 有 


1 f(z) -f(z)1< 雪 , 令 m 一 吕 即 可 . 13. 提示 :由 于 | un(zx)+ 


Usa (TI) tt u(r) Sm +t ca tet ont =1 cm ++ ca: 1, 


数 项 级 数 收 全 的 Cauchy 准则 及 本 章 第 12 题 的 结论 可 得 结果 ， 14. 提示 : 令 
S,(z) = 了 U(x),S, (x) 在 [a,6b] 上 一 致 收 化 于 S(z), 故 S(x) 在 [4,6] 
k=1 


上 可 积 , 且 lim S,(z)dr = | s(z)dz。 15. 提示 :Vz E [4,6], 由 本 
节 第 14 题 结论 :| o(zx)dz = 5)| ui (zx)dr = pl 


有 S(x) = | (mdz + S(a). 
习题 1.3 1. 提示 : Ye >0, 证 明 m*(AUB) 达 mm"B+e, 由 的 任 
意 性 ,得 m' (AU B) 过 m“B; 另 一 方面 ,BCAUB, 证 明 m*B 
m"'(AUB). 2. 由 mE =m’'E,mE;=m’'E, 及 m'E<m'E;L 
得 结论 。 3. 提示 :利用 本 节 第 2 题 的 结论 及 测度 的 半 可 加 性 ， 4. 先 设 
mE! <+ co,mE: <+%, 由 E, UE; = [E,\(ENE)]UILE\(EN 
E;)] U (E, 作 E;) 及 测度 的 性 质 可 得 结论 ;再 考虑 E ,下 测度 为 无 限 的 情 
况 , 设 G, = (-n,n), 则 G, N (EU E;)= {|(G, NE)\[G, NN (EN 
E,)]| U {(G, N E;) \[G, N (EN E:)! U (G, N (E, NN E,)], 可 得 
m(G, NN E)+m(G, MN Es) = nm[G, MN (EN Es)]+ m[G, MN (EU 
Ei)]. 令 nn 一 + co 即 可 . 5. 提 示 :E.(/ 之 a) = E,(/ 之 a) 由 E,.， 6. 提 
示 : 证 明 E(/<a) =U EE(/ 过 4)，7. 提 示 : 设 有 理 数 全 体 为 ,ry,…,7， 
,证 明 E(/ > g) = UI[E(/>r,) 几 Elg< 7,)]。 8. 提示 :不 妨 /(z) 在 
区 间 EE = (a,6) 上 单调 增加 ,对 Ya, 令 A = 人 1z€ (a,b),f(z) Sal, 

A= 9, 


和 A 人 时 , 记 p = supA, 则 E(f 二 a)= | ) 或 (a.u],， 4 尖 台 
六 asp 5 
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9. 提示 :利用 黎 斯 定理 . 

习题 1.4 1 7(z) 在 [0 可] 上 工 可 积 ,由 7(z)dm = 1 提示 :f(zx) = 
cos zx(a.e.)， 2 先 设 卫 在 上 有 界 , |。 dm = je seam = 
J fdm se Jam >], di; 再 讨论 /在 E, 上 无 界 的 情况 、 3. 提示 : 
由 lg1</ 可 得 g*< fg 大全 和 = [- nn], 有 | er dm 之 
| io 所 J fdm, 由 | ,ig' dm 随 单 增 , 且 有 界 (< fdm) 知 | ,8* 
dm = Jr dm 有 限 . 同 理 可 证 | g ”dm 有 限 。 4. 提示 : /在 E. 上 L 
可 积 , 可 得 | /1 在 E 上 可 积 , 记 A = E(1f1=+%), 在 A 上 [1 /1], =n， 
Jif dm 7.dw = | ndm = wm(A)、 $5. 提示 : 记 A = 


E11=+ %), 令 会 = (7 站), 考虑 [fam = io。 11dm, 而 


网 
和 em = 
im nm (A 间 A). 车 m(A) > 0, 则 /充分 大 时 必 有 m( 人 A (1 A) > 0. 


6. 提示 , 令 f, (1) = 


(n= 1,2,…). 证 明之 2 时 ,f,(1) 声 
(1 + 二】 tm 


经 ， 0<it<1, 
Yy = 贝 
F(t) | 2) 1。 1 之 1， 再 利用 勒 风格 控制 收 全 定理 ， 7, 提 
示 :了 二 = Dx ,由 上 逐 项 积分 定理 。 8. 提示 :由 /,(z) > /(z) 
n= 人 0 


(a.e.) 可 得 i f(x)1 一 | /[(x)1 (a.e.) 再 由 法 都 引 理 . 9. 提示 :Yt 
E [a,B], 并 任 取 一 列 h, 一 0(h, 了 关 0), 使 +h, € [a,B].YzxEla,b], 有 
lim (zt 十 名 — f(x,t) 


= 引 /全 全, 于 是 对 se = 1,3NEN, 当 n>N 
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时 . | 全” + 如) -AcD)| < [fotth) -frt) fit)| 1 
h, | ! h, Qt 

| 2 全 和 | < 1 + Me, 再 用 勒 员 格 有 界 收敛 定理 。 10. 提示 :7(z) = 
aro EC er-i 
[eADgn 任 到 一 列 如 一 0(% 关 0), 证 明 | 一)|< 
1 1/(1) 1 再 用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 . 

习题 2.1 1. (1) 不 构成 距离 函数 . 取 x = (0,1),y = (-2,0),= = (2， 
0) ,di(y,2) > d(x, ») +di(xr, 本 (2) 构成 距离 函数 . 提示 :证 明 三 角形 


不 等 式 时 ,利用 (a + 5 之 a + 外 (a,b 宇 0)， 2. 提示 :利用 (a + 5)* 


之 a*+ 妈 (a,6 之 0)， 3. 利用 三 角 不 等 式 、 4. 提 示 :考虑 /(1) = 了 全 
(rE (0, + oo))， 易 知 /(1) 在 (0, + co) 上 单调 递增 ,1 土生 | 过 


lal+Iipl _ lial 161 al 151 
T+laeTrlo Trialtioit 1+ral+rTo 1+tlal + T+1oT: 


5. 提示 : 见 本 节 习 题 4 的 提示 . 6. 提示 :d(x,y) 坟 d(x,z)+d(y,z)， 
令 z= 了 得 d(x,y) 牵 d(y,x). 同 理 可 证 d(y,x) d(x,y). 
习题 2.2 1. 提示 : 当 A 为 开 集 时 ,A = 以 B(x,6,), 其 中 B(xs6.)CS 
4，2. (1) 因 A.BCAUB, 故 A4.BCAUB, 得 UBCAUEB. 反 
之 ， 证 明 着 rE (AUB) 则 zx€E A 或 EB.(2)ANBCA.B= 
ANBCAB>4NBCA n 5B. 3. 提示 :类 似 于 第 一 章 习 题 1.2 第 7 


题 ， 4.(1) 令 = VB(zr, 上 ), 则 G, 是 开 集 ,F 为 所 给 闭 集 , 证 明 


F Sh 考虑 (x (其 中 G 是 所 给 开 集 ), 利 用 (1) 的 结论 . 5.(1) 验 
证 距离 的 三 条 公理 . (2) d(x ,1) = d(1,1) = 0—>0(n— %),d(y, ,0) = 
上 2 ia | 二 上 1， 


1 
Oo). Va€ Rid, + wa) = 人- 1, i 1 充分 


大 -das + yo v4) 大 0, 即 + 大 ava 为 任意 实数 。 6. 必 (xue,0) = 


1 -0 1am = bam + | 0dm = 十 一 0 一 oo)， 


,1 [ 续 .t] 
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VmeE [0,1], 当 n>3 时 ,车 € | 上 1 大] , 则 zs(o) =1( 当 加 = 


4 时 ,还 有 z(t6) = 上当 和 = 二 时 ,ret(t) = D, 其 余 s(t)= 


0. 即 在 处 ,mn > 3 时 ,zs4(1) ,za(1),…,zr.(1) 有 的 值 为 1, 有 的 值 为 
零 ， 可 见 数 列 z(to) yxoa(to) ,ra(fo) ,tna (fo), rn.2(to) 
zn(to),… 含有 子 列 0,0,… 及 子 列 1 1 1, 7。 提示;VjE€ 


ol (ey L 1 的 
Na -oj (2 ) 0 


[0 00 

习题 2.3 1. 设 jzx,| 是 Cauchy 列 , 则 m,n > NN 时 d(x ,x,)<1, 特 
别 d(zvyz)<1l=N+lN+2) 令 ME=maxld(zvryzi) 
d(zwtyzw) ,有 dzvwiz) 生 MO = 12…)， 2. 提示 :由 dz(zw， 
mm) 魏 cadi(zwyz), 可 知 (X,di) 中 基本 列 必 是 (X,d,) 中 基本 列 ,同样 ， 


由 d(xwoz) 所 二 (zu yz ) 可 知 (Xda) 中 基本 列 必 是 (X,di) 中 基本 
列 .对 收敛 点 列 的 论证 类 似 ， 3. 提示 :证 明 (Z' ,qd) 中 的 任 一 基本 列 ,从 某 
一 项 以 后 恒 为 常数 .为 此 , 取 eo = 村,3NE N, 当 m,n > NN 时 ,d(m,n) 


=ijm-nl< 二 msn 为 正 整数 , 故 mw = n. 4. 取 zx = nn, 易 证 {xz,|} 
1 


是 (Z ,d) 中 基本 列 ,Vm € 2, limd(n ,m0) = 各 | 均一 起 
天 0， lmz 天 no, 即 |zo| 不 收敛 . 5. 提示 :证 明 离 散 度量 空间 中 任 一 基本 


列 必 从 某 一 项 开始 都 取 同 一 个 元 ， 6. 提示 :由 于 1/” 完备 ,只 需 证 明 c 是 7 
的 于 多 国 : 为 此 ,证 明 c 中 任 一 收敛 点 列 的 极限 仍 在 c 中 . 7. 提示 : 设 
= | ,zn = 1.2,…) 是 * 中 任 一 基本 列 , 则 Ve > 


工 


no 


— zx”) | 


0,3NE N, mn > NY,d(2" 2") = DT < 


) 


! rm 
。. 对 每 个 固定 的 ,有 > 1 < e. 得 数列 各 ,zx ，… ,zx ， 
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… 是 及 中 基本 列 , 从 而 limz4”” = z 亿 . 记 zo = |x ,Es. 取 


加 四 (0 0) 
1 € (9) (0) 1 lx -x | 
m 充分 大 使 >; 序 莹 分 ' 则 d(zr'™" ,zx" )= 它 天 TIzm DT 十 


中 (n) (0) 
二 (rn) 0) | LE im zt = x0 (1 
> iz -z+ 二 ,由 limzi” = x (1 过 
,I Er 2 ”一 


km) 知 JNEN, 当 n> N 时 ,zt -zr I< 襄 (1 委 4 的 mm), 故 


d(zozo)< 焉 + 语 =e。 8. 提示 :充分 性 显然 .必要 性 . 取 z 
Fi(n =1,2,°), 则 m > nN 时 ,zx € F, CF,,d(zn ,x1) SD, 0(m, 
nn 一 00) ,1au| 为 基本 列 ,由 X 完备 得 z, -* za E X ,证明 zo € 站 F,， 


习题 2.4 1. 提示 :证 明 /(A) 是 Y 中 自 列 紧 集 , 即 对 F(A) 中 任 一 点 
列 {y, = f(z,)|, 有 收 合 于 f(A) 中 的 子 列 ,其 中 iz, | 是 A 中 点 列 ， 2. 提 


示 :A 是 全 有 界 集 ,A 有 有 限 和 -网 B = lz 5 即 ACUB(z 于)， 


车 B(z, 王 ) 站 A 关 中 取 aueE HS)nA 若 BUmz 3)nA=O， 
则 不 取 元 .这 样 ,在 A 中 取出 了 至 多 个 元 ci ,41,…4, (或 是 ia ,…a, | 的 一 
个 子 集 ) ,证 明 1al,…,a, | 是 A 的 e - 网， 3. 提示 :采用 反 证 法 , 若 门 F, = 
9, 则 X = (全 FF,)* = UF ,得 | 启 ，,…,F,，,…| 是 的 开 履 盖 , 由 X 是 紧 
空间 ,得 1 Fi ,…,  ,…| 有 有 限 子 娄 盖 :F，，,…, 忆 ,不 妨 设 F0,, 局 F,, 
D0, 则 所 CC 及,=X= 肥 =FW = O04. 提 示 :F= 作 F， 
是 X 中 闭 集 ,再 证 是 列 紧 集 . M = F 是 闭 集 ,再 证 M 是 列 紧 集 . 

5.(1) 记 do = d(Pi ,Fa). 由 下 确 界 性 质 ,对 VnE N, 3z,,y, :x € Fi， 
EF, 使 do 性 d(z, sy) 过 do+ 直 ,由 Fl 是 自 列 紧 集 ,|z,| 有 收 伊 于 下 
中 的 子 列 jzu |. 对 1y,, | ,由 F 是 自 列 紧 集 , |y。 | 有 收敛 于 Fs 中 的 子 列 
1 


7 


jw 上}. 再 由 do 过 d(x om ) 世 do+ 下 , 令 j 一 得 do 人 < d(z0,y) 过 


316 


do ,其 中 lmz。= zo E Fi,limy。。= 区.(2) 利用 (1) 的 结论 ， 6. 在 到 


中 取 F = {(z,y)}y = 总 之 0},F, = |(z,0) 1z 之 0|. 证 明 Fi、FF， 


是 R? 中 闭 集 , 且 d(F ,FF;) = 0. 当下, 是 紧 集 时 ,d(F,,F,) >0( 这 里 下 ,是 
闭 集 ,F, 门 Fi = 信 ). 可 采用 反 证 法 ,车 d(F,,F,) = 0, 则 3x € Fi,y, € 


局, 使 0<d(z ,yy ) 扫 十, 由 F 是 自 列 紧 集 ,有 limz,。= xo E Fi, 则 当 


充分 大 时 ,<< d(xosy,) 和 dzosz)+d(z wy%)< 赴 + 二 < 之 ,由 
此 可 知 lim yw = xo, 由 下 闭 , 知 xo€ F,,xo € Fi 门 FE. 矛盾 7. 可 仿 


第 一 章 定理 2.17 的 证 明 , 也 可 采用 如 下 证 明 : 设 下 是 (X,d) 中 紧 集 , f:X 一 
R,f 在 F 上 连续 . 则 Ve>0, 对 每 个 x€ F,36. >0, 当 y€ F,d(z,y)< 


6 时 ,1 f(y) 一/(z)1< 访 , 令 1+ 1B(z,( 学 ) | rzE Fl,W 是 下 的 开 覆 


6 
益 , 它 有 有 限 子 覆盖 ， 记 为 1B(z， 子 ) | i = 1,2,…n|. 令 8 = 


6. 


min| 了 到 


|> 0,YVzir € F， 当 dzrz) < 8 时， 由 
。 6 二 5 
| 2) Bs 必 )| 覆盖 下 , 必 存在 B(x, 了 ) (1<k<n), 使 z 


6 
€ Bl 到) drm) < 8, 故 (rz -f(s)1< dn) < 


0. 6 6 
dx) td(ziT) < 了 +6SF+ 了 = 夏 1 f(z2) -f(a)1< 


襄 : 由 此 1 f(x) f(z) ISI f(r) -f(a) ti f(a) -f(z) 1<e. 


8. 提示 : 见 本 节 第 1 题 的 提示 . 

习题 2.5 1. 提示 :证 明 Vy = /[(x) € f(X),/(A) 中 有 点 列 |y = 
f(zs)1( 其 中 zz, € A),|y,| 收 合 于 y.， 2. 提示 :由 和 A 可 分 ,存在 X 中 至 多 
可 数 子 集 |z 1 & € 了 ,7 为 至 多 可 数 指标 集 !, 对 任何 自然 数 n, 当 A n 
B(aa 二 ) 关 O 时 , 取 一 个 点 wi, 当 ANB(a, 填 )= 9, 不 取 点 . 令 A4， 
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= ,WW(U fy.41), 则 A 是 人 A 的 至 多 可 数 子 集 .余下 证 明 A 在 A 中 稠密 . 
3. 令 G = 月 G, ,事实 上 G 在 X 中 稠密 .证 明 如 下 :VY zu € X,YVe > 0, 由 于 
Gi 在 X 中 秽 密 , 故 3zt € G1 由 B(zo, 竺 ). 由 于 Gi 是 开 集 , 故 Gi 站 
B(z ,号 ) 是 开 集 ,zi 是 Gt B (zo, 号 ) 的 内 点 ,可 取 5， > 0,6, 充分 小 ， 
使 B(z1,61) C G+ N B(z0, 生 ) ,B(x )c Ba) c GN 
B(zo, 皇 ). 由 G2 在 X 中 稠密 , 故 3x,€ Ga 门 B( >, 呈 ) ,可 取 人 > 0， 
62 完 分 小 , 且 0; < 全， 使 B(xz2,6;) C Gyn Ba 人 人 ) .5( 全)c 


B(x1,0) SGN B (zg) B (a2 ) ,如 此 继续 下 去 ,可 得 一 闭 球 
大 :8 (zi 多)>B(z, 全 )> :>B(z, 学) D0 < 0 


一 co). 由 X 完 备 ， 3refB( 3 EB,0) CB(zo,e), 对 每 个 n， 


Tn 村 
x EB (ss) Be,,0) 6, NB(z ae 1 和 ) , 即 有 zE G,(n=1 
2,…),zx € G. 亦 即 x 的 任意 邻 域 B(xzo,e) 中 含 G 的 点 ,从 而 G 在 X 中 和 
密 . 

习题 3.1 1. 按 定义 验证 ， 2. 由 范 数 三 角 不 等 式 推 证 ， 3. 利用 三 


角 不 等 式 证 明 . 4. 按 定义 验证 .5. 利用 积分 性 质 , 按 定义 验证 ， 6. 按 
定义 验证 ， 7. 由 闭 集 定义 及 范 数 的 连续 性 证 明 . ”8. 由 定义 证 明 . 9. 利 


用 了 的 线性 性 与 连续 定义 证 明 . 10. 提示 : | 三- 


T 寺 al - lzl + (zl - aal < 
Ter zl Tzl+| zl -lz | zl)=>0 (一 
吕 )， 11. 提示 : Awzs 一 Xz = (rs -x)+ (A, 2)zl lA, 1 
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| zx。 下 tia -41 zl 0(n,m—™). 12. 提示 :证 明 ! S, | 为 
X 中 Cauchy 列 . 13. 按 线性 算 子 的 定义 验证 . 
习题 3.2 1. 由 定义 验证 N(T) 是 线性 子 空间 及 闭 集 . 2. 外 了 外 = 
3( 参 见 例 2.9). 3. 提示 : 因 A 是 实 对 称 矩阵 , 故 存 在 正 交 阵 U, 使 得 
A 
42 


UTAU = 会 人 ,其 中 A € R(i = 1,2,…,n), 从 而 上 TT = 


沉 


sip Ar = ,sp Vz44r = sp, VzUAUz = 


lr 2 = zl = 


sup V Ay + + ALy = a 1 hi 1. 4.(1) 按 定义 验证 ; 


tyly= UTrh, =1 
(2) TH = 1， 5. 按 定义 验证 . 6. 由 上 T" 过 TH"* 即 知 . 
7.(1) 按 定义 验证 ;(2) 对 Vz = (rz,*) E70, 由 (TT, -Dzrl|, = 


/ 六 1a 一 0 知 T, 一 2 了. 另 一 方面 ,对 Vn 之 1,T,-11 = 1 故 
=n+l 


{T, | 不 按 范 数 收敛 于 I[， 8. 提示 :dimR(T) <+ co,T 是 有 限 秩 算 子 . 
9. 由 紧 算 子 的 定义 证 明 . 10. 用 反 证 法 ,由 紧 算 子 的 性 质 会 得 出 Y 是 有 限 
维 空间 的 结论 。 11. 由 丁 的 连续 性 及 列 紧 集 的 定义 证 明 . 12. 提示 : 利用 
代数 变形 及 三 角 不 等 式 证 明 . 

习题 3.3 1. ‖ fl| = 1. 2. 按 定义 验证 . 3. 提示 : 易 证 /€ (Cla， 


" 


6])" 且 和 fH 才 27 1ai1. 为 求 上 /上 ,可 取 xzo(1) & C[a,65] 使 得 zo(4;) 


Ji 


= sgnas(i = 1,2,…,n) 且 zo 上 = 1 这 样 便 有 (za(o) = > 1 6,1, 由 


此 可 证 上 /1 = 161，4.1/1 = 和 4 了 35s， 5. 按 定义 验证 . 
6. /1 = 1， 7. 提示 : 设 [e1,es,…,e,| 为 X 的 一 个 基 , 对 每 一 i(1 之 i 
0,7 关 i， 
1,j=i, 
…, 帮 | 为 X" 的 一 个 基 , 从 而 有 dimX"= 
习题 3.4 1. 提示 : 令 L = [r+kro| YrE M,VkE Ki,L 为 X 的 
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委 站 ) ,定义 上 (ee) = 6; = (7 = 1,2,…,n), 可 以 证 明 {f1,f;， 


线性 子 空间 ,定义 二 上 的 线性 泛 函 g(z + kro) = kd ,由 d 的 定义 可 证 g 为 了 
上 的 有 界线 性 泛 函 ,而 且 eg 二 1, 当 xz € M 时 ,g(z) =0. 另 一 方面 ,由 d 


1 = 
的 定义 ,存在 jz.| CC M, 使 1 zu -上 4 从 而 51 > 1 二 人 
= 12…), 令 n 一 得 上 gi 之 1, 帮 gl = 1 由 
Hahn ~ Banach 定理 ,存在 GE X' ,使 z€ M 时 ,G(x) = 0,G(zo) = d， 


ilGl=1. 令 /= 证 G, 则 /满足 题 中 要 求 . 2. 提示 :用 反 证 法 ,利用 Hahn 


一 Banach 定 理 的 推论 . 3. 用 反 证 法 ,由 共鸣 定理 会 得 出 矛盾 . 4. 提示 :对 
每 一 n 之 1, 定义 zi"(/) = f(x,)(VfAEX'), 可 证 [xz;"}CX"', 且 有 
zi = 上 zl (n= 1,2,…), 对 |x;' |} 用 共鸣 定理 ， 5, 提示 :必要 
性 . 易 证 N(T) = {0}, 由 Kz -zx 过 Tr, - Tz, | ,利用 XX 的 完备 
性 及 T 的 连续 性 证 明 R(T) = R(T). 充分 性 . 用 Banach 逆 算 子 定理 说 明 
T"' :R(T) 一 X 为 有 界线 性 算 子 ,从 而 存在 m >0, 使 Ty 上 过 m 上 yl 
对 YyE R(T) 成 立 ,由 此 可 证 充分 性 成 立 ， 6. 按 定义 验证 . 7. 由 习题 
3.1 第 13 题 知 T"' 是 线性 算 子 , 利用 闭 算 子 的 特征 验证 T-! 是 闭 算 子 ， 
8. 易 证 N(T) 是 X 的 线性 子 空间 ,利用 了 是 闭 算 子 的 特征 证 明 N(T) 是 闭 
集 . 

习题 3.5 1. 提示 :用 反 证 法 ,利用 XCX"" 及 习题 3.3 第 7 题 的 结果 . 
2.0"=0,1" = 了， 3. 由 (TT,)”= T2 Ti 即 知 。 4. 参见 例 5.4. 
To) = (yy (Vy = (ww)E(e) = 1 ), 此 处 当 
p> 1 时 ,9 > 1 且 满足 方 + 二 = 1, 当 户 = 1 时 ,9 = co,lo = 1"( 即 有 界 
数列 空间 ).， 5. 提示 :利用 X CC X'' 及 习题 3.3 第 7 题 的 结果 . 

习题 3.6 1. 由 弱 收 敛 的 定义 及 数列 极限 性 质 即 知 . 2. 提示 : 对 
VSgEY" ,gT 为 X 上 有 界线 性 泛 函 . 3. 由 弱 ” 收敛 的 定义 及 数列 极限 性 
质 即 知 。 4, 方法 同上 题 . 5. 提示 : 先 证 上 是 X 上 线性 泛 函 ,再 利用 共鸣 定 
理 说 明 | 儿 大 外 上 是 有 界 集 ,进而 可 证 /是 有 界线 性 泛 函 ， 6. 提示 :必要 性 
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WwW’ 
易 证 .充分 性 .注意 到 X 是 自 反 空间 , 即 X = X"' ,车 f, 一 > f, 由 定义 ,对 
VrEX,f (rz) fr), rz" ( 矿 ) 一 工 ” (六 ,因此 作为 X” 中 的 点 列 


1 用 有 三 -到 六 又 因 X* 是 有 限 维 空间 , 故 /, 下 ~/， 7. 提示 :由 本 章 
8$3 知 ,对 VYJE(P) ,有 f(z) = Safe) (Ve= (nz,) EL), 
这 里 (/(e1),/(es),…) E 已 ,因此 有 Fe) 一 FL) =0, 即 6, 一 0, 但 上 6 


一 01 = 1(n = 1,2,…), 故 co 0. 

习题 3.7 1. o(0) = {01,o(1) = {11. 2. 提示 :证 明 R(07 一 了 ) 关 
C[a,b]. 3. 提示 :利用 定理 7.1. 4. 提示 :利用 上 题 结果 . 5.c(T) = 
[0,1] (参见 例 7.4). 6. 提示 :(1) 对 Yz 二 1 定义 T :天 一 下 为 Tiz 


= (至 , 孚 ,2 ,0.0…) (Vx = (zi ,zy,…) 1), 则 T, 是 有 限 秩 算 
子 , 从 而 是 紧 算 子 , 再 证 上 TT, -~ 了 | 一 0, 由 本 章 定 理 2.10 即 知 TE C(2); 
(2) 由 点 谱 的 定义 证 明 . 


习题 4.1 1. 取 x=xx-y, 由 内 积 定义 即 知 . 2, 提示 : | (x, ,yn ) 一 


(zy) |=) (zy ym) (Ty) +t (zy) — (ry) | zl ly, -yl 
+ xz, -zl yl 一 0 (nm 一 oo). 3. 由 ‖z，- zx = 
(zw -zzn 一 之 ) 按 内 积 展开 即 知 . 4. 提示 :充分 性 易 证 . 必要 性 .由 假设 
可 得 (z,y) = |zl lyll ,由 1 y=-aAzla=(y-aAz,y-)Xz) 按 内 积 展开 ， 
可 知 当 ) = 全 时 , 便 有 y = Xr， 5. 在 (Re ,| ，|| 。 ) 中 找 两 个 点 x， 
30 使 平行 四 边 形 公式 不 成 立 . 6. 方法 同上 题 . 7. 按 内 积 展开 即 可 . 
8. 提示 : 因 MCC 现 , 故 ( 丙 ) 上 CC M+ . 另 一 方面 ,由 闭 包 的 定义 及 内 积 的 连续 
性 可 证 M+C ( 脾 )+.。 9. 提示 : 因 所 是 Hilbert 空间 ,M, ML+ 都 是 万 的 闭 
线性 子 空间 , 故 由 投影 定理 ,及 = M@ M+ 及 H = ML 四 (ML)L, 由 此 
可 得 M = (M+ )+. 10. 由 定义 证 明 , 利 用 Parseval 等 式 ， 11. 提示 :记过 


= >A, 先 证 z 一 zo 上 zo -zi, 再 自 hz-zl?= 上 rz-zxo+tzo- 
=1 
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zi = xz-xol?+ zo-zil? 宇 上 zx 一 xzo? 即 知 .， 12. 提示 ;在 
平 形 四 边 形 公式 上 z+y 上 ?+ 有 zx-y|?=2(Hzl?+ 上 上 yl?) 中 , 令 x= 


容 ，y= 琴 代 A 得 | 三 5 上 = 地 (a + lzol2) - 


|| 到 到 天 | ?利用 | zs 上 -4 及 M 的 凸 性 可 证 ‖ zz 一 zs 一 0 (n,m 一 


co), 故 {z| 为 互 中 Cauchy 列 ,由 五 的 完备 性 得 证 13. 提示 : 设 ze 是 Z 在 
M 上 的 投影 , 则 zeoE M,z-zo M. 对 Yy€ M, 由 于 zx-y= (zx— x0) 
+ (zo 一 y) 及 z-xzol 上 zo-y, 得 上 zx-yj? 之 zx -zol?, 由 此 可 证 


一 = inf 一 y|. 
lz-zol nf lz yl 


习题 4.2 1. F(z) = 引 贡 ,其 中 工 = (za 和 sm)y = (yi， 
k=1 
yh EC. 2.Fz)= Dr ,其 中 z = (zz…),y= (yy1， 


2 EL. 3.FLP = (x) Gdzr, 其 六 ge Li[a,b]. 4. 利 


用 下 .Riesz 表示 定理 证 明 . 5. 提示 :必要 性 易 证 .充分 性 .由 上 题 知 , 对 Yy 
E 万 ,有 (zy) 一 (z,y), 特 别 地 ,有 (zs,z) 一 (并 ), 再 按 内 积 展开 | z， 
-zl = (z -zz 一), 可 知 ‖ zs - 工 | 一 0. 6. 提示 : 按 定义 验证 
万 ”成 为 内 积 空间 .至 于 完备 性 , 设 |Fuw,| CH" 为 Cauchy 列 ,由 上 Fu- 
Fu | = 有 = 由 知 jC 为 Cauchy 列 , 因 妃 完备 , 故 存在 wo 6E 万 ， 
使 1 - wo ll 一 0, 从 而 ‖ Fu, - Fuo 一 0, 因 此 H” 是 完备 的 . 

习题 4.3 1.1"=1,0"=0. 2.T'xz= (x,r,)(Vr= (zi， 
Tr) ED). 3.T'r= (rar,) (Vr= (zz) € 1). 
4. 提示 : 按 内 积 展开 Sr i 丰 * = (Szx,Sr)、 5. 由 定义 验证 . ”6. 由 定义 
验证 . 7. 提示 :必要 性 .对 YrEH,((T" +T)z,z) = 2Re(Tz,x). 充 分 
性 .由 假设 及 前 式 知 对 Y x € 五 ,有 ((T"” + T)z,z) = 0, 因 万 是 复 Hilbert 
空间 ,上 式 等 价 于 T" + 丁 = 0, 即 T" = 一 了 8. 提示 :由 正则 点 的 定义 及 
伴随 算 子 的 性 质 , 先 证 明 {X7 | 4 € p(T)} C p(T' ), 再 以 "代替 式 中 的 
T, 得 [7 14€ p(T")} Cp(T), 由 此 两 边 取 复 共 思 e, 得 p(T'*)CIi14€ 
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2(T) ,因此 p(T) = 14 | 4 € p(T)1. 再 由 谱 与 正则 集 的 关系 即 知 


o(T’*)= {X41AE€Eo(T)! 

习题 4.4 1. 提示 :由 投影 算 子 及 正 交 性 的 定义 证 明 . 2. Ul = 
1. 3. 由 定义 验证 . 4. 由 定义 验证 . 5. 由 定义 验证 . 6. 提示 : 先 求 出 
T zxz=(azaz)(Vz= (rz, ) € 0), 由 此 可 知 T* Tr = 
TT"r. 7. 由 定义 验证 . 8. 由 定义 验证 . 9. 提示 : 因 个 是 正常 算 子 ， 
故 对 VzE H, 有 (T"*r,T") = (TIzT Tr)= (T"z,TT' T" x) 
=(T"T"rx ,T"T"xz), 由 此 可 得 上 Tl = 中 T*T" 中. 10. 由 定 
义 验证 . 

习题 4.5 ”1. 参照 定理 5.4 的 证 明 . 2. 参照 定理 5.6 的 证 明 . 3. 提 
示 : 由 点 谱 的 定义 可 证 明 ia,| Co,(T). 因 o,(T)Co(T) 且 co(TT) 是 闭 集 ， 
故 la | Co(T) ,由 此 可 知 当 lw| = [a,6] 时 ,有 [a,56] Ca(T)( 事 实 上 ,人 
是 自 伴 算 子 ,由 自 伴 算 子 的 谱 性 质 ,此 时 有 aol) = [a,5]).， 4.(1) 提示 : 
易 知 本 是 自 伴 算 子 , 对 Yn 宇 1, 令 Tx = (al ztyazz，…anzy ,0,0, 
(Vr = (mr E 1)， 则 1T,] 是 紧 算 子 列 ， 且 有 
1 TT 一 0(n 一 co), 由 紧 算 子 列 的 性 质 知 开 是 紧 算 子 ;(2) o, (T) = 
fa ,cCT) = 10| U o, (7). 

习题 5.1 1. X 不 完备 . 2. 证 明 C(A' ) 的 完备 性 时 利用 连续 函数 空 
间 在 通常 定义 的 范 数 下 的 完备 性 ;考虑 C(A' ) 上 的 子 空间 

D=ly)1y()ECA) | y(z) -yo {I<6 (zr €A')) 

及 其 上 的 算 子 工 : 


(Tz) = w+ sys)ds (x € A'), 
证 明 工 是 到 六 的 压 纳 哆 射 。 3. 在 C[a.6] 中 作 映 射 了 ， 
Tp = 一直 /rp)， 
并 利用 微分 中 值 定理 证 明了 是 C[a ,5] 到 CLa,5] 的 压缩 映射 。， 4. 首先 证 
明 g(z) = z- pa 满足 p(z) = 0, 从 而 由 g(x) 的 连续 性 确定 U() 


使 当 x € U(z) 时 , | pg'(zx) | 之 L < 1. 再 证 明 g 是 U(z) 到 U(z) 的 压缩 
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映射 。 5. 在 CUze - 8,zo + 6] 上 定义 映射 了: 
(TY)(z) = m + [Asyas, 
证 明 工 是 C[zxo 8,zo+8] 到 C[xo -6,zxo+6] 的 压缩 映射 。 6. 在 C[a， 
5] 上 定义 映射 工 : 
(T9)(z) = f(z) + 4] K(x,s)¢(s)ds, 
证 明 是 C[a,65] 到 C[a,65] 的 压缩 映射 7. 在 C[a,5] 上 定义 映射 T; 
(Tp)(z) = f(z) +2 Klz,s)9(s)ds, 


并 证 明 当 1 1< TD) 时 ,是 CLa,6] 到 C[a,6] 的 压缩 映射 


习题 5.2 1. (1) /不 满足 映 [0,1] 和 [0,1]; (2) f(x) 不 连续 ; (3) 
环 S 不 是 凸 集 . 2. 先 证 明 映 射 T:C[0,1] 一 C[0,1] 


(T9)(z) = | sssG()ds 
是 紧 算 子 ;其 次 考虑 集合 S = jp| 1 pl 过 1,pE C[0,1] ,证明 T;S- S， 
3. 先 证 明 映 射 T:C[a,b] 一 Cla,6b] 

(Ty)(z) = yo + | Aero)d 
是 紧 算 子 ; 其 次 选取 充分 小 使 其 满足 Mh < 1, 并 考虑 空间 C[zo 一 ,zo + 
h] 上 的 集合 S= lyly€ Clzo -hwot+h] 且 jy-yl <T 交 1 
证 明 T:S 一 S. 4. 证 明 算 子 T:C[a,5] 一 Cla,5b] 

(Tp)(z) = 4f K(x,5) fs,9(5))ds 

在 闭 球 B= |p| yp 过 ,gp € C[a,5b]| 上 满足 定理 2.3 的 条 件 . 5. 类 


似 于 例 2.4. 
习题 5.3 1. (1) p(x)=e +t+e-l; 


2 和 二 20c 
(2) 当 14 1< 二 了 时 有 惟 解 p(z)= 工 Tie 1 34% 直 


接 用 定义 证 明 。 3. 参考 例 3.2:(1) 特征 值 4，= 之 ,相应 特征 函数 p, (zx) 
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2 
LA 


三 2sins, (2) 特征 值 4， = 二- ,相应 特征 函数 gi(zx) = 2 4. 为 


9 (z)+hMp(z) = 0， 
2p(0) = 0,9 (1) = 0， 


有 特征 值 = 《2 寺 1) 2(k = 1,2,…) 及 所 有 标准 正 交 的 特征 函数 


求 特征 值 与 特征 向 量 ,将 积分 方程 化 为 | 从 而 求 出 所 


pr (x) = Vsin (从 二 Fz; 非 齐 次 积分 方程 的 解 为 (4 不 取 特 征 值 ) 
2 
Ee /7 
9 = one tD 


(a We) 二 a i (7)). 
习题 5.4 1. 由 范 数 的 三 角 不 等 式 可 证 F(c) 是 连续 函数 ;由 9; (i = 1， 
2,…,n) 的 线性 无 关 性 及 范 数 的 三 角 不 等 式 可 证 p(c) 是 K" 上 的 一 个 范 数 . 
2. 用 反 证 法 . ”3.(1) 由 范 数 的 正 齐 次 性 和 三 角 不 等 式 证 明 ;(2) 由 定义 即 


知 。 4. 类 似 例 4.7, 结果 是 3z + xz? - 号， 5.a = 0.6644389,b = 
0.1147707. 6.a = 22.25376100,5 = - 7.855047781. 
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